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lieber die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen. 

Zweite Abhandlung. 
(Von j^errn L. Fuchs in Heidelberg.) 



in meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 81 p. 97) habe ich die Frage, 
unter welchen Umständen eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
algebraische Integrale besitze, auf die Frage zurückgeführt, wann gewisse 
aus der gegebenen eindeutig ableitbare lineare Differentialgleichungen, deren 
Ordnungszahl nicht grösser als zwölf, durch Wurzeln rationaler Functionen 
befriedigt werden. Zu diesem Behufe führte ich (das. p. 114) den "Begriff 
der Primform ein, und zeigte, dass der Grad der Primfonnen niedrigsten 
Grades in keinen! Falle den zwölften überschreite. Zu den Zwecken 
meiner dortigen Abhandlung war eine Reduction der möglichen Gestalten 
dieser Primformen auf das geringste . Mass nicht jerforderlich. Ich be- 
schränkte mich aus diesem Grunde daselbst auf diejenigen Reductipnen 
dieser Formen, welche eine unmittelbare Folge des Begriffes derselben sind, 
und stellte dieselben in einer Tabelle (p. 126 das.) zusammen. 

Seitdem haben die Herren F, Klein und C, Jordan sich mit dem- 
selben Gegenstande beschäftigt. Insbesondere hat Herr Klein in einer Reihe 
von Abhandlungen, welche theils in den Sitzungsberichten der physikalisch- 
medicinischen Societät zu Erlangen, theils in den Mathematischen Annalen 
enthalten sind, die Eigenschaften der algebraischen Gleichungen, deren 
Wurzeln linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung genügen, zum 
Gegfenstande seiner Untersuchungen gemacht, und meine oben genannte 
Tabelle einer Reduction unterworfen. 

In neuerer Zeit ist es auch Herrn Gordan gelungen (Mathem. Ann. 
Bd. 12 p. 147) die von mir in der Einleitung zu meiner oben genannten 
Abhandlung aufgestellte Aufgabe, die Formen w^«" Grades zu bestimmen, 
dereh Covarianten niedrigeren als «^®° Grades identisch verschwinden, ftlr 
binäre Formen zu lösen, und zu zeigen, dass dieselben mit meinen Prim- 
formen niedrigsten Grades zusammenfallen. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 1. 1 



2 Fuchs, lineare Differentialgleichungen 2^0rdn, mit algebraischen Integralen, 

Bei Gelegenheit einer Note des Herrn P. Pepin (Comptes rendus de 
Tacad. des sc. de Paris Juni 1876) habe ich (das. Juli 1876) nachgewiesen, 
dass der Grad zwölf von den Primformen niedrigsten Grades auch wirklich 
erreicht wird. ' . 

In dem Folgenden erlaube ich mir zu zeigen, wm eine consequente 
Ausführung der Theorie der Primformen, bei welcher nicht bloss diejenigen 
niedrigsten Grades, sondern die Gesammtheit derselben in Betracht gezogen 
wird, die natürliche Grundlage für alle auf die hier betrachteten Diffe- 
rentialgleichungen bezüglichen Fragen bildet fis wird gezeigt, wie durch 
dieselbe nicht blos die in meiner oben genannten Abhandlung gefundenen 
Resultate auf die einfachste Weise erhalten werden, sondern auch die end- 
gültig möglichen Gestalten der Primformen niedrigsten Grades sich von 
selbst ergeben, und neue Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen, 
denen die Wurzeln algebraischer Gleichungen genügen, so wie die Form 
dieser Gleichungen erkannt werden. 

Meine Abhandlung (Bd. 81 p. 97) erlaube ich mir im Folgenden, 
der häufig, vorkommenden Citate wegen, zur Abkürzung mit (-4.) zu be- 
zeichnen. 

1. 

I. Der Grad m einer irreductiblen algebraischen Gleichung, deren 
Wurzeln einer Differentialgleichung 

-^ r=. Py (Gl. (B.) in A. p. 102) 
genügen, ist eine gerade Zahl. 

m 

Ist nämlich Ü der Index des zu der Hesse^chen Covariante einer 
Primfonn niedrigsten Grades N gehörigen reducirten Wurzelsystems, so 
besteht {A. p. 118) die Gleichung: 

m = (2iV-4)L', 

woraus sich unsere Behauptung ergiebt 

IL Der Grad einer beliebigen Primform, ebenso wie der Index des 
zugehörigen reducirten Wurzelsystems ist ein Dieisor des zur Differentiai" 
gieichung gehörigen Grades m. 

In der That sei n der Grad einer beliebigen . Primform und / der 
Index des zugehörigen reducirten Wurzelsystemes, so ist {A. p. 113) 

m = «/. 
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III. Es sei tfij ffi ein beliebiges FundamentcUsystem eon IntegnUen, 

Ol, €2 mllkürliche Constanten, so ist die Anzahl der Glieder des reducirten 

tn 
Wurzelsystems der Gleichung, welcher c,j(i+C2y2 g^^^gt^ w> oder -^* 

Sind nämlich unter den Wurzeln der Gleichung, welcher Ci^i+Cj^a 
genügt, zwei solche, deren Quotient gleich einer Einheitswurzel j, so ist 
(nach dem Satze A. p. 112) J (01^1 + ^2^2) eine Wurzel derselben Gleichung. 
Da diese Gleichung irreductibel ist, so geht auf einem gewissen Wege 
Ciyi+C2.V2 in y (01^1 + 02^2) über. Es mögen nun auf demselben Wegey,,y2 
resp. in «11^1 + «12^2 7 «21^1 + «22^2 übergehen, so folgt: 

I Cl«l2 + C2«22 = JCi- 

Sollen diese Gleichungen für beliebige Werthe von Ci, c^ bestehen, 
so ist nothwendig und hinreichend, dass: 

(2.) i«" = ««=^'' 

Da aber {A. p. 105) «u «22— «12 «21 = 1, so müsste/ = 1, d. h. wegen 
der Irreductibilität der Gleichung, welcher 01^1+02^2 genügt: 

(3.) j = -1 

sein. Es ist demnach der Index des reducirten Wurzelsystems dieser Glei- 
chung entweder 1 oder 2, d. h. die Anzahl der Glieder des Systems m 

oder -s-' 

Diese Anzahl stellt zu gleicher Zeit den grösstmöglichen Grad einer 
Primform dar, wir wollen diesen mit u bezeichnen. 

Die verschiedenen Werthe, welche y 1 , yj annehmen können, sind in 
der Form «11^1 + «12^2? «21^1 + «22^2 enthalten. Sind yi, Y2 bestimmte Con- 
stanten, so kann man auf unzählig viele verschiedene Arten Ci , C2 so wählen, 
dass die Gleichungen (1.) nur für die Werthe (2.) und (3.) bestehen können 
und dass die den verschiedenen Werthen von ^1,^2 entsprechenden Glei- 
chungen : 

Ci«ii + C2a2i = yi, 

Ci «12+^2 «22 = Y2 

nicht erfüllt werden. Die Primform ^i^^ Grades, von der 0,^1-1-02^2 ein 
Linearfactor ist, ist. alsdann nicht durch /ly 1 + ^21/2 theilbar. Hieraus ergiebt 
sich, wenn wir, wie im Folgenden immer, Formen als identisch oder von 

1* 
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einander yerschieden bezeichnen, je nachdem sie bis auf einen constanten 
Factor gleich sind oder nicht: 

IV, Der höchste Grad /li einer Primform ist m oder -s-, und es 

giebt unzählig viele eon einander verschiedene Primformen dieses höchsten 
Grades. 

2. 

I. Ist f eine Primform niedrigsten Grades N^ H(f) ihre Hessesche 

Cpvariante^ IP{f) die Hessesche Coeariante eon H{f)^ so ist eine Gleichung 

Hiff = rpH^f) (y constant) 
nicht möglich. 

Denn f nnd H{f) als Primformen können einen gemeinschaftlichen 

linearen Factor nur haben, wenn sie identisch sind {A. p. 114, S. IV.); 

hierzu wäre aber erforderlich, dass 

2iV-4 = iV, d. h. iV = 4. 

Ist iV von 4 verschieden, so müsste demnach, wenn die obige Glei- 
chung stattfände, W{f) durch H{ff theilbar sein, dieses ist aber nicht 
möglich, da der Grad der letzteren Form höher ist alä der der ersteren. 

Ist iV = 4, so wähle man ein Fundamentalsystem y^ , yj von der Be- 
schaflFenheit, dass ^2 ein Factor von f ist, alsdann hat f die Form 

f = ^a,y\y^+^a2y\y\ + 4ta^y^y\ + a^y\. 
Hieraus ergiebt sich, dass 

,H{f) = -12'ö?yJ + .... 

Da nun a^ nicht verschwinden darf, weil f als Primform nicht durch 
^2 theilbar ist, so folgt, dass H{f) nicht durch y^ theilbar, also von f ver- 
schieden ist Demnach ist der Satz auch für diesen Fall bewiesen. 

• 

Es sei nun F e.ine Primform .u*^» Grades, welche mit keiner der 
Formen ^ H{f\ H^(J) einen gemeinschaftlichen Linearfactor hat — nach 
S. IV voriger Nr. giebt es unzählig viele derartige Formen — so kann 
man nach S. I eine Constante k so bestimmen, dass 

cp = Hiff^irWif) 

durch einen Linearfactor von F theilbar wird, ohne dass (p identisch ver- 
schwindet. 

Da Ä(/), H'^if) homogene Functionen der Coefficienten von f, resp. 

des zweiten und vierten Grades sind, so bleibt der Quotient nffL unver- 
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ändert, wenn f in jf übergeht Dieser Quotient bleibt also für jeden Weg 
der Variabein z unverändert, er ist also eine rationale Function von «. 
Hieraus ergiebt sich aber, dass ^ gleich ist der Wurzel einer rationalen 
Function und nach {A: p. 115, S. VI) durch F theilbar ist. Man erhält 
daher den Satz : . 

n. Ist fi der höchste und N der niedrigste Grad einer Primform, so muss 

sein. 

Es sei L der Index eines reducirten Wurzelsystenwä vou der kleinsten 

Anzahl N, so ist {A. p. 115) 

m = NL. 

Es ist demnach nach S. 11 dieser Nummer und S. IV voriger Nummer 

1) entweder 

JVI^6JV-12, G«* = m), 

2) oder 

iVI^12iV-24, (m=^), 
also 

in. Je nachdem fi=^m oder /i = -s-, w/ L<C6 oder L<il2. 

Dieses ist der Fundamentalsatz unserer Abhandlung in Bd. 81 dieses 
Journals (p. 122 daselbst). 

Die gegenwärtige von der dortigen verschiedene Herleitung des- 
selben zeichnet sich vor jener dadurch aus, dass sie ohne Anwendung 
anderer HUlfsmittel als der Entwickelung des Primformenbegriflfs sich ergiebt 

IV. Ist eine Form g gleich . der Wurzel einer rationalen Function, 
so sind 

Si!l „„d ^ 

9 9 

rationale Functionen. 

Da nämlich die verschiedenen Werthe, welche g annimmt, die Form 
jg haben, wo j eine Einheitswurzel bedeutet, so sind die verschiedenen 
Werthe von H{g), IP{g) resp. der Form/Ä(^), fH''[g) {A. p. 106),. woraus 
die Richtigkeit des Satzes hervorgeht. 

y. Der Index des reducirten Wurzelsystems einer beliebigen ifre- 
ductiblen Gleichung, deren Wurzeln der Differentialgleichung genügen, ist eine 
gerade Zahl. 

. Zunächst ist ersichtlich, dass der Index eines jeden reducirten Wurzel- 
Systems eine gerade Zahl ist, wenn dieses für ein einziges System feststeht. 
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Denn es gehöre ein Integral yi zu einem beliebigen Wurzelsystem, 
dessen Index 2 / eine gerade Zahl ist, und es werde eine primitive 2/^® Wurzel 
der Einheit mit j bezeichnet. Es giebt alsdann ( A. p. 108 und 109 ) ein 
zweites Integral ^2 ? welches mit j^ ein Fundamentalsystem bildet und nach 
Vollziehung desselben Umlaufes, auf welchem yi in yi^. übergeht, sich in 
y^j"^ verwandelt. Eine /-malige Wiederholung desselben Umlaufes führt 
aber j^ und yj gleichzeitig resp. in — yi und — ^2 über. Auf demselben 
Wege muss demnach jedes Integral, als lineare homogene Function von 
yi, y2, seinen entgegengesetzten Werth erhalten. Eine irreductible Gleichung 
muss aber die sämmtlichen Werthe, die eine Wurzel derselben annimmt, 
als Wurzeln enthalten. Hieraus folgt, dass wenn die Wurzeln irgend einer 
irreductiblen Gleichung der Differentialgleichung gentigen, dieselben zu je 
zweien einander gleich und entgegengesetzt sind, d. h. dass der Index des 
reducirten Wurzelsystems dieser Gleichung eine gerade Zahl ist (A. p. 113). 

Ist n die Anzahl der Glieder eines reducirten Wurzelsystems, / der 
Index desselben, so ergiebt die Gleichung m = nl nach S. I No. 1, dass, 
wenn eine der beiden Zahlen n, / ungerade, die andere gerade sein müsse. 
Wenn demnach / für jedes reducirte Wurzel System eine ungerade Zahl 
wäre, so mttsste der Grad jeder Primform, also nach {A. p. 115 S. V) der 
Grad jeder Form , welche gleich der Wur?el einer rationalen Function ist, 
eine gerade Zahl sein. In der Gleichung, welcher das reducirte Wurzel- 
system mit dem Index / gentigt, sind {A. p. 99) die Exponenten der Unbe- 
kannten y durch / theilbar. Der Coefficient «„,.,, von y"*"'* ist eine rationale 
Function von s und durch eine Form /f*®° Grades darstellbar. Demnach 
ist a^^u = , wenn nicht i eine gerade Zahl. Die Gleichung enthielte also 
nur solche Potenzen von y, deren Exponenten durch 2/ theilbar wären, 
d. h. {A. p. 111) der Index des reducirten Wurzelsystems wäre nicht / 
sondern 21. 

Demnach muss mindestens ein reducirtes Wurzelsystem, folglich nach 
dem eben bewiesenen Htilfssatz jedes reducirte Wurzelsystem einen gerad- 
zahligen Index besitzen. 

3. 
Aus der Gleichung 

(1.)- m = iVL = (2iV-4)L' 
LN 

folgt, dass öjv^HZ ^^® ganze Zahl ist. Setzen wir 
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(2.) ^^ = Q, 
SO ist 

(3.) 2^ = ^'=i(^+P). 

Demnach ist q eine ganze Zahl. 

Nach Satz Y voriger No. ist L eine gerade Zahl, also 

(4) I+(» = (mod. 4). 

Da nach S. in und S. V voriger No. L eine gerade Zahl und kleiner als 
12 ist, so ergiebt die Bedingung, dass ff eine ganze Zahl ist, welche der 
Congruenz (4) genügt, 

für JV>4 

folgende Combinationen 

i = 6, JV=8 
1 = 8, iV=6 
1 = 10, JV=12. 

Die Combination L = 6, JV = 8 liefert 

f» = 48 
und nach S. III voriger No. 

^ = 24 

Nach S. II No. 1 wäre demnach der Grad einer beliebigen Primform im 
gegenwärtigen Falle eine der Zahlen 8, 12, 24, also stets durch 4 theilbar. 
Da jedeFonn ^(^1,^2)? welche gleich der Wurzel einer rationalen Function, 
{A. p. 115) sich in ein Produkt von Primformen zerlegen lässt, so ist der 
Grad derselben durch 4 theilbar. 

Es sei nunmehr y ein Linearfactor einer Primform f achten Grades, 
so genügt y einer Gleichung 48*^° Grades, in welcher die Exponenten der 
Potenzen der Unbekannten durch 6 theilbar sind, weil der Index des re- 
ducirten Wurzelsystems dieser Gleichung gleich 6 angenommen worden. 
Da sich aber andererseits die Coefficienten der Potenzen der Unbekannten 
als ganze homogene Functionen (p(ffi^y2) von j^i, ^2 darstellen lassen und 
diese rationale Functionen von j5 sind, so folgt aus dem eben Bewiesenen, 
dass nur die Coefficienten derjenigen Potenzen von Null verschieden sein 
können, deren Exponenten durch 4 theilbar sind. Demnach genügt y einer 
Gleichung 48*«° Grades, in welcher die Exponenten der Potenzen der Un- 
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bekannten durch 12 theilbar sind. Da aber die Anzahl der Glieder des 
reducirten Wurzelsystems dieser Gleichung gleich 4 wäre, so ergäbe sich, 
dass schon eine Foim vierten Grades gleich der Wurzel einer rationalen 
Function wäre, gegen die Voraussetzung. 

Demnach ist die Combination L = 6, iV=8 auszuschliessen. Es ver- 
bleiben demnach für iV>>4 die Combinationen 

^'' 11=10, JV=12. 

4 
Für die Combination L = S, N=^ hat eine Primform niedrigsten 
Grades (A. p. 125) die Gestalt 

/ = ait/lyi+Oiyiyh 

WO y 1 , y2 ein Fundamentalsystem von Integralen ist, welche auf demselben 
Wege resp. in yj, y^j'^ übergehen, wenn j eine primitive achte Wurzel 
der Einheit bedeutet. {A. p. 123). 

Da yi, y2 mit beliebigen coustanten Factoren multiplicirt werden 
können, so ist 

für 1 = 8, iV=6 

(1.) /e =y?y2+yiy2 

eine Primform niedrigsten Grades. 

Für die Combination L = 10, iV = 12 hat die Primform niedrigsten 
Grades {A. p. 125) die Form 

f = ctiy[^y2i-(kyiyt+anyiyl\ 

wo yi, yi ein Fundamentalsystem von Integralen bilden, welche auf dem- 
selben Wege resp. in yij, yj'^ übergehen, wenn j eine primitive zehnte 
Wurzel der Einheit ist. 

Damit die Covariante 

als Form achten Grades (S, A. p. 98) identisch verschwinde, ist erforder- 
lich, dass 

aj+ira^an = 0. 

Da überdiess yi, yi mit beliebigen constanten Factoren multiplicirt werden 
können, so ist für 
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1=10, iV=12 

(2.) A2 = yry2+lly?y5-yiy" 

eine Primfomi niedrigsten Grades*). 

Die Formen (1.-) und (2.) besitzen die Eigenschaft: 

(3.) W(fe) = Const./?, 
(4.) £f'(^) = Const/?,. 

5. 

Ist iV>4, so ist nach Gleichung (5.) No. 3, 1 = 8 oder 10, also 

nach S.' III. No. 2, /t = — • Man hat demnach 

a) für die Combination L = 8, iV = 6, m = 48, ^u = 24, 

b) ftir die Combination L = 10, ^ = 12, m = 120, ^ = 60. 

Im Falle a) könnte demnach nach S. IL No. 1 der Grad n einer 
Primform nur eine der Zahlen » = 6, 8, 12, 16, 24 sein. Da aber nach 

5. V. No. 2 das zu jedem n gehörige / eine gerade Zahl sein muss, so ist 
w = 16 auszuschliessen, dessen zugehöriges / den Werth 3 hätte. 

Im Falle b) kann der Grad einer Primform nur durch eine der 
Zahlen n = 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60 dargestellt werden. Hiervon sind 
die Zahlen » = 24, » = 40 auszuschliessen, weil denselben resp. die un- 
gradzahligen Werthe / = 5, / = 3 entsprechen würden. Gäbe es eine Prim- 
form (p vom Ib^^ Grade, so wäre H{(p) vom Grade 26. Diese Form mUsste 
nach {A. p. 115) sich in ein Product von Primformen niedrigeren als 
268ten Grades zerlegen lassen, was nicht möglich ist. 

Man erhält also den Satz: 

Für iV = 6, L = 8 ist der Grad einer Primform durch eine der Zahlen 

6, 8, 12, 24; für N=12j 1=10 durch eine der Zahlen 12, 20, 30, 60 
bestimmt. 

6. 
Es seien ^ und x zwei beliebige Formen »^«° Grades des Funda- 
mentalsystems, so folgt aus den Gleichungen: 






*) Diese beiden Formen (1.) und (2.) stimmen bis auf constante Factoren mit 
denjenigen ttberein, auf welche Herr KletnÜie Tabelle in meiner Abhandlung p. 126 
reducirt hat. 
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dxp , dtp ^ öy , dz 

y« ~ ds ' y* ~ d» ' ^ d» ' ^ - ds 

und unter Berücksichtigung von (^4. p. 104 Gl. (2.)) 

(1.) x-^-rpJ^ = cy,{xy^--x'y^), 

wo C eine Constante bedeutet. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist durch yj theilbar. 

Sind yj und x Wurzeln rationaler Functionen, so ist auch xV^'^xy^ 
Wurzel einer rationalen Function. Man erhält demnach den Satz: 

I. Sind xp und x Formen desselben Grades und jede gleich der Wurzel 
eJiter rationalen Function^ so ist auch die Form 



«(^,.)=j-(.^-«'^) 



gleich der Wurzel einer rationalen Function. 

Ist das eine Glied yi des Fundamentalsystems ^i, 92 Linearfactor 
einer Primform f niedrigsten Grades N und y^ = yi'^V^iyx) (s. A. p. 123), 
so ist eine beliebige von f verschiedene Primfonn (p nicht durch yi theilbar 
{A. p. 114 S. IV.), dieselbe enthält demnach das von y, unabhängige Glied. 
Hieraus folgt aber wie in {A. p. 123 Gl. (4.) No. 18), dass (p die Form hat 

(2.) (p = y\''.(pi + a^y2, 
wo n den Grad von 9), und ^i eine Form (w— ^I)*®° Grades bedeutet. 

Es seien nunmehr tp und x zwei Primformen »t^n Grades, welche 
sowohl unter einander als auch von /verschieden sind, so ist xW'-^x'V^^ also 
auch die Form G{%x) ^^^ Null verschieden. Nach S. I. ist dieselbe gleich 
der Wurzel einer rationalen Function, nach Gleichung (2.) ist sie durch 
yt^' theilbar, folglich ist diese Form {A. p. 115 S. VI.) durch /^^-' theilbar. 
Der Quotient ist entweder eine Constante, oder als Wurzel einer rationalen 
Function mindestens vom iV^° Grade. Es ist also entweder 

(3.) ii = liVI-iiV+l 
oder 

(3^) n^iLN+1. 

Für den Fall 

(a.) iV=6, 1 = 8 
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wäre demnach entweder 

ii=:10 oder n^l3. 
Für den Fall 

(Ä.) iV=12, 1 = 10 
wäre entweder 

» = 25 oder n > 31. 

Nach dem Satze voriger Nummer giebt es also für den Fall (a.) 
nur je eine Primform 8^^ und 12*®° Grades, fUr den Fall (6.) nur je eine 
des 20«^° und 30»*®° Grades. 

Es giebt aber ttberdiess ausser f nicht noch eine Primform f N^^ 
Grades, da sonst nach S. I. G{f,f) eine Form {2N—2)^^ Grades wäre, 
welche gleich der Wurzel einer rationalen Function. Aber fUr iV=6 giebt 
es keine solche Form 10^°, und fliriV=12 keine solche 22«*®° Grades, weil 
diese weder Primformen sind noch sich in Producte aus den Primformen 
verwandeln lassen. 

Man erhält also den Satz: 

IL Ist n<ifiy so giebt es nicht zwei verschiedene Primformen n^" Grades. 



7. 
I. Das Quadrat der Primfortn /e und die Primform ff(^) sind rationale 
Functionen von z. 

Nach S. IV. No. 2 ist nämlich ^^ rational Nach No. 4 GL (3.) 

»6 

jst ^^(/e) = Const./?, woraus sich ergiebt, dass /?, also auch nach S. IV. 
No. 2 H{f^ rational ist. 

Bezeichnen wir mit Üi/a) die von ihrem numerischen Factor befreite 
ffe^^esche Covariante von /e, so ist 

(1.) Ä(/e) = y?-14yjyt+y5. 
Damit die Form 

(2.) tp = Hif^y + Xft (i constant) 
durch das Quadrat eines Ausdruckes oti^i + otj^s theilbar werde, muss der 
letztere Ausdruck ein Linearfactor der Form: 

4.H{f,)^^^3f,-^^ 
d. h. der Form 

(3.) (p^, = (yt-yj)(yl?+34ytjfj+y?) 
sein. 



12 Fuchs, lineare Diff^erentialgleichungen 2,0rdn. mit algebraischen Integralen. 

Ist'Oi^i + ^x??? 6U1 Linearfactor vou (pi2 und wird X so bestimmt, dass 
y/ durch («1^1+ ajy,)^ theilbar wird, so ist {A. p. 115 S. VI.) rp durch das 
Quadrat derjenigen Primform theilbar, wovon «1^1 + «2^2 ein Linearfactor ist, 
da yj nach S. I. eine rationale Function von ä ist Demnach müssen sämmtliche 
Linearfactoren von /, also x selber Factoren von ^,2 sein. Die Primform x 
ist aber von /c verschieden, weil (p^ nicht durch yi theilbar ist, und von Hif^) 
verschieden , weil sonst x ^^^h Divisor von /e sein mttsste (nach Gl. (2.)). 
Die Primform x is* ^Is^ 12*«» Grades, und demnach mit (pn identisch. 

Es ist also ip = (pu' Setzt man diesen Werth in Gl. (2.) und be- 
stimmt die Constante l durch Vergleichung der Coefficienten auf beiden 
Seiten, so erhält mau 

(4.) (p], = iSifry+iosn. 

II. Es ist also (pi2 die Primform i2'«" Grades, und ihr Quadrat eine 
rationale Function f>on j5. 

in. Die Primform f^ und die Primform Hifo) sind rationale Func- 
tionen f>on z. 

In der That ist (Gl. (4) No. 4) H\fn)^ComX.f\,, und nach S. IV. 

W(f \ 

No. 2 ^V rational, also auch /;2, und nach demselben Satze ^(/n) 

rationale Functionen. 

Bezeichnen wir wieder mit H{fu) die vom numerischen Factor be- 
freite Form H{fn\ so ist 

(5.) H{fn) = »r-228i(«y5 + 494y}>i%228y?yr+!^r. 
Setzen wir 

(6.) (^30 = (!flM-Jfn(yr+o22yry2^~10006yryr-o22y?yiHyn, 
so ergiebt sich, wie oben, dass ^30 eine Primform, und die Gleichung 

(7.) yL = H{fu)' + I728/I2 , also : 

IV. Die Form 9)3,, ist die Primform 30^^^^ Grades, und ihr Quadrat eine 
rationale Function von z. 

Unter Zuhülfenahme des Satzes II. No. 6 und des Satzes in No. 5 er- 
giebt sich also: 

V. Es giebt 

für N=ß L = 8 ausser ^, ff(^), (pu und den in unendlicher Anzahl vorhan- 
denen Primformen 24*^*" Grades, 
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und für iV= 12 L = 10 ausser f^i^ Bif^)^ 9)3,, und den in unendlicher Anzahl 
vorhandenen Primformen 60*^^^ Grades keine anderen Primformen, 

VI. F<«r iV = 6 I = 8 ist jede Primform F 24*^«» Grades in der Form 

(8.) *.4 = rHifef + m^ 
für iV = 12 I = 10 ist jede Primform F 60'^''' Grades in der Form 

(8«.) *«) = vHifuf^^n^ 
enthalten^ und umgekehrt sind 4>24, 4>g» Primformen 24''«" resp. 60^^^ Grades, 

wenn nicht 1 = oder v = oder resp, — = 108, — = 1728. 

Man darf in der That nur v und l so bestimmen, dass ^,4 resp. 4>6«) 
durch einen Linearfactor von F theilbar wird. Diese Formen sind alsdann 
{A, p. 115 S. VI.) durch F theilbar. Der Quotient ist eine von Null ver- 
schiedene Constante, weil die genannten Formen mit F von gleichem Grade 
sind und nur für Ä = y = identisch verschwinden können. Der zweite Theil 
des Satzes folgt daraus, dass, wenn nicht 1 = oder i/ = 0, *24 resp. *6<) 
weder durch f noch durch H{f) theilbar sein kann, und resp. durch <^24 

und (ffy, nur theilbar ist flir — = 108 resp. — = 1728. Da also die 

Formen ^54, *e() ausser in diesen Fällen nicht in Primformen niedrigeren 
Grades zerlegbar sind, so sind sie selber Primformen. 

Sind Fl , F2 , F3 drei Primformen /t^en Grades, so folgt aus ihrer Dar- 
stellung durch Gl. (8.) resp. (8^) der Satz : 

VII. Die sämmtlichen Primformen jn'^" Grades sind. rationale Functionen. 
Zwischen je drei derselben findet eine lineare homogene Relation mit con- 
stanten Coefficienten statt, 

8. . 
Es sei 

(1.) f^ = X («), 
wo xi^) die Quadratwurzel einer rationalen Function von ä, so ergiebt sich 

aus [a. p. 128 Gl. (8.)) 

(2.) m)-c[(-^^^)\^ , 

wo C eine Constante. 

Die mit noch zu bestimmenden Constanten zu multiplicirenden Linear- 
factoren von /e gentigen einer Gleichung 48»^®° Grades 

(A.) y''+pty''+p^y''+p,y'*-hp,y''+psy'+p, = 0. 
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Wir wollen die Coefßcienten dieser Gleichung als ganze homogene 
Functionen der rationalen Functionen x (^)^ ^^ X\ (^) darstellen. 

Es seien a, «,, /3, /?,, y, y^ noch zu bestimmende Constanten, 17 
eine primitive 4^® Wurzel der negativen Einheit, so sind die 8*«° Potenzen 
der Wurzeln der Gl. (A.) 

«y?? «lyf, ßiyi-nyi)% ßiiyi+^Vif, r^i-iny^f, yl(»l+«^y2)^ 

Die Goefficienten pi , pj , ... sind Formen , welche gleich rationalen 
Functionen von ^5 sind. Der Coefficient p als der negative Werth der 
Summe der 8*®^ Potenzen der Wurzeln ist eine Form 8^° Grades, demnach eine 
Primform, weil pi nicht verschwinden kann, ohne dass auch a verschwindet, 
was nicht möglich ist. Nach S. V. voriger Nummer ist also 

(3.) p, = KH{f,), 

wo JLj eine Constante. Durch Vergleichung der beiderseitigen Goefficienten 
ergiebt sich' 

«1 = «, Ä = ^ = yi = y = tV«, h = {«. 
Wählen wir a = 16, so dass i2.y^ der Gleichung (^4.) genügt, so sind die 
achten Potenzen der Wurzeln derselben: 

(CO.) 16gf?, 16y$, {y,-riy,)% {yr^-nv^f, (yi-^^yi)', (yi + **i?y2)' 

und 

K = 20. 

Bezeichnet man mit Si, die k^^ Potenzsumme der Grössen (co.), so ist s,, 
eine Form 8*^««^ Giades, welche gleich einer rationalen Function. Zerlegt 
man diese Form, unter Berücksichtigung der Gleichung (4.) in No. 7 
und der Sätze V. und VI. derselben Nummer, in Primformen, so ergiebt sich 
folgende Gestalt derselben: 

Si = ijH , 

ss -_A,H^+."5rff, 

wo H und f zur Abkürzung für /Ti/iO resp. /e gesetzt ist. 

Die Grössen l und u werden durch Vergleichung der Goefficienten 
auf beiden Seiten dieser Gleichungen bestimmt 

Mit Hülfe der Gleichungen (4.) werden alsdann die Goefficienten 
P^i fr? P4? /^5 berechnet, während pß als Product der Grössen (co.) die 
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Fonu hat: 

(5.) J»6 = hfl' 

Die Vergleichung zweier Coefficienten auf beiden Seiten liefert 

ie = 16'. 
Man erhält demnach 

;p,=-20;f„ P2 = 70x], 
(6.) fh = -100;ri-14.3088/, p, = 65xt-40.424;f./, 

f;,5 = -16;d-1248;t?Z*, P6 = 16Y, 
wo ;f, jfi zur Abkürzung für ;f(») resp. ;f,(Ä) gesetzt ist 

9, . 
Es sei wiederum 

(1.) ^ = ;t(«), 
wo X («) eine rationale Function von a, so ergiebt sich aus (A. p. 128 Gl. (8.)) 

(2.) .H(f.) = c[(ÄW)Vi2^:i^ -12'P];C'W =;Cx.(^). 

Die mit bestimmten Coustanten multiplicirten Linearfactoreu von /I2 genügen 
.einer Grleichung 120«*«'^ Grades, welche nur solche Potenzen der Unbekannten 
enthält, deren Exponenten durch zehn theilbar. 

Bezeichnet man also die beiden Wurzeln der Gleichung 

(3.) a?^+llaj-l = 

mit p% q\ femer mit ij eine primitive flinfte Wurzel der Einheit, endlich 
die zehnten Potenzen der Glieder des reducirten Wurzelsystems der Glei- 
chung mit 

«yr, «iVm ß^ivi-prty.r, Yk{yi-qn'y.Y\ & = 0, 1, 2, 3, 4, 

so ergiebt die Bedingung, dass die Summe dieser Grössen als eine Form 
zehnten Grades, welche gleich einer rationalen Function, (in Folge der 
Voraussetzung iV = 12) identisch verschwinden muss, 

«1 = «, /5o = ßi =^ A = /?3 = /54 = 5(qX!p^) '^^ 

Demnach sind die zehnten Potenzen der Wurzeln der Gleichung, welcher 
J/öyi genügt: 

(CO.) 25 ^öy., 25^5^,, -q'ijlx-rtpy^T, p'iyi-r/^qy.T, 4 = 0, 1, 2, 3, 4 



(4.^ 
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und diese Gleichung lautet: 

Bezeichnet man wieder mit s^ die Ar*® Potenzsumme der Grössen 
(cü.), und zerlegt die Formen 10 Ar*«'» Grades in Primformen, so ergiebt sich 
unter Zuhlilfenahme der Sätze II., IV., V. in No. 7 eine Darstellung der- 
selben als ganze homogene Functionen von /"n, ^(/ia), (p3n^ in welcher die 
Coefficienten durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von jfi auf beiden 
Seiten bestimmt werden. Aus den Potenzsummen ergeben sich alsdann 
folgende Werthe der Coefficienten p isls ganze homogene Functionen von 
XK^\ Xi{^\ nnd von 

Pe = x^x^+hx^^ p- = ^TJCi V, p« = «8zJ+ i^Zi/- 
jp^ = ^XAV+f'9xW, Pw = ^1»/?+ iiüzliir'- 

\Pu = ^iijfty + fhiJC'Xi Vy Pxi = ä""/" • 

^^ Xs Xii V *^ Abkürzung- für resp. x{^\ /i(»)? VinU) gesetzt ist. und 
worin att« x^^ ... 1,« ü^, ••• ju^, ... vollständig bestimmte numerische. 
Grössen sind. 

Natürlich könnte man auch die Formen (4.^ der Coefficienten p 
direct aus der Zerlegung der^lben in Primformen« unter Zuhulfenahme der 
Sätze II., rV.. V. in No. 7 aufstellen, und die Unbekannten x^. i, u durch 
Vergleichung gleich hoher Potenzen von y^ auf beiden Seiten bestimmen. 
Allein es erleichtert wesentlich die Rechnung, die Coefficienten p durch Ver- 
mittlung der Potenzsummen s^ herzuleiten. Dieselbe Bemerkung ist auch 
bei den analogen Gleichungen (6."^ voriger Nummer zu machen. 

Die Form fttr p,, ergiebt sich daraus« daas dieser Coefficient das 
Product der Grössen \Jo^ sein muss. 

Da die Grössen p rationale Functionen von s sind und L = 10 « so 
ergiebt sich aus den Gleichungen «4.) ausserdem: 

l>i> Prisnform ff,* ist eisse ratiomale Fsmctioa, 

10. 
Es sei • ein singulSrer Punkt der Differentialgleichung 

^'9 _ 



r-» 



Pf. 
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1^1, 7)2 ein Fandamentalsystem von Integralen, welche resp. den Wurzeln 
r, 1— r der zugehörigen detenninirenden Fundamentalgleichung entsprechen, 
wobei wir voraussetzen wollen, dass r die kleinere der beiden • Wurzeln 
ist, was erlaubt ist, weil dieselben verschieden sein müssen (s. m. Abh. 
Bd. 66, No. 6). Es sei alsdann 

(1.) yi = riVi+^iV'>i 92 = r-iVi + ^iVi' 

• • * 

Substituirt mau diese Werthe flir t/i , y^ in eine Primform n^^ Grades, 
so kann zweierlei eintreten. Entweder ist der Coefficient von j/7 Null oder 
nicht. Im ersteren Falle ist der Coefficient von i?T~*i72 jedenfalls von Null 
verschieden, weil f als Primform nicht durch t]] theilbar sein kann. Hieraus 
ergiebt sich der Satz: 

I. Eine Primform f nf^^ Grades hat in der Umgebung eines singutären 
Punktes a entweder die Form 

(2.) /.= {z^-aTipi^) 
oder 

(2^) f = (Ä-a/-~^>''-^\(/)(a), . 

wo (p{z) Wurzel einer rationalen Function ist, welche für z=^ a weder Null 
noch Unendlich ist. 

Weim weder f noch H(f) die Form (2''.) hat, so kann — so be- 
stimmt 'werden , dass die Form *^4 , resp. *3„ durch rji theilbar wird. Es 
giebt also eine Primform der Gestalt (2''.). Andererseits sind nach {A. p. 114 
S. IV.) ni(;ht zwei verschiedene Primformen gleichzeitig durch TI2 theilbar. 
Es ergiebt sich also: 

II. Von der Gesammtheit der Prim formen hat eine die Gestalt (2''.), 
die übrigen die Gestalt (2.}. 

Ist f eine Primform niedrigsten Grades iV, so ist nach No. 7 

a) flir.iV=6, f^ rational, also 

entweder 12 r oder 8r eine ganze Zahl, 

also weil L = 8, unter Berücksichtigung von {A. p. 135 Gl. (5.)) der Nenner 
von r eine der Zahlen 

(«.) 1, 2, 3, 4, 6, 8 ; 

b) für JV = 12 ist /"^ rational, also 

entweder 12 r oder 10 r eine ganze Zahl, 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 1. 3 
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demnach, weil L = 10, der Nenner von r eine der Zahlen 

(ß.) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10. 

Fasst man beides zusammen, so erhält man den Satz: 
ni. Die Netmer der Wwrzeln der zu dem verschiedenen singulären 
Punkten gehörigen detemUnirenden Fundamentedgleiehungen haben für iV = 6 
einen der ZaUenwerthe (a.), für iV = 12 einen der Zahlenwerthe (ß.). 

Aus dem Satze I. ergiebt sich übrigens folgende Gestalt einer Prim- 
form n^^ Grades als Function von «: 

wenn man mit ai, a«, . . . die singulären Punkte, Tj, Tj, ... resp. die jedesmal 
kleinere der beiden Wurzeln der zugehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen, mit «1, «21 ••• Zahlen, welche entweder den Werth Null oder 
Eans haben, endlich mit tp[z] eine ganze rationale Function bezeichnet, 
welche für keinen der singulären Punkte verschwindet. 

11. 
Wir betrachten jetzt den Fall 

iV= 4. 
Nach S. IL No. 2 ist in diesem Falle 

vlO A^^12, 
also nach S. IV. No. 1 

(20 »^24, 
folglich ist in Uebereinstimmung mit (A. p. 125) 

■3.) 1^6. 
Es sei 

a) L<C3, so wird nach {A. p. 135 GL (5.) und p. 138 No. 26} die 
Differentialgleichung durch die Wurzel einer rationalen Function befiriedigt 

b) L = 4 ist aus dem [A. p. 125^ angegebenen Grunde auszuschliessen. 

c) L = 5 kann nicht statthaben , weil in diesem Falle die Primform 
4teii Grades durch t/l oder y] theilbar sein mflsste. 

d) L = S oder 6. 

Ist j eine primitive dritte oder sechste Wurzel der Einheit und sind 
fi, f2 ein Fundamentalsystem von Integralen, welche auf einem gewissen 
Wege gleichzeitig in fj, y J"* resp. übergehen, so ergiebt sich, dass eine 
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Primform vierten Grades eine der beiden Gestalten hat 

(a.) aiiy\+(hytyh (/*•) aiylyi+a^yt' 

Da die erstere durch yi,.die zweite durch yj theilbar ist, so folgt 
aus {A. p. 114 S. IV.), dasö wenn erst Oi,, «i, 03, a^ fixirt sind, jede Prim- 
form vierten Grades mit einer der beiden Formen (a.) oder, (ß.) überein- 
stimmt. Wir fixiren öd = 1, «3 = 1, was* erlaubt ist, da y, , y, mit beliebigen 
Constanten Factoren multiplicirt werden dürfen. Es wird dann die Form (a.) 

(4.) /; = y\+yiyl. 

Nun ist 

(5.) Ä(A) = 9.(8y?y,-yJ). 

Nehmen wir als Form (/?.) 

(6.) Ä(A) = Sy]y,^yl 
so sind /i und ÄC/i) die einzigen Primformen vierten Grades. Es ist dem- 
nach die Hessesche Covariante eon f^ von dieser Form verschieden. 

Aus dem Satze V. No. 2 ergiebt sich aber, dass der Index' jedes 
reducirlen Wnnehystems, also auch L eine gerade Zahl sein muss. 

Wir erhalten also den Satz: 

I. Für AT = 4 ist 1 = 6, und es sind f^ und H{f^ die einzigen Prim- 
formen vierten Grades. 
Es ergiebt sich 

(7.) H'Cf,) = -9\247,. 

Demnach folgert man aus dem Satze IV. No. 2 : 

IL ^4 und Hifif sind rationale Functionen von z. 
Bestimmt man X so, dass 

■ xp = ^H{f,f + Xf\ 

durch einen Linearfactor der Form 

(8.) <p, = I [Ä(/;^^-/',l^] = 8y«-20y?yJ-yi 

theilbar wird , so wird v ^^ß demselben Grunde wie in No. 7 in den ähn- 
lichen Fällen durch (pl theilbar. Es ergiebt sich 

(9.) q>l = -»(/;)^ + 64/1. 

Da eine Form sechsten Grades nicht Wurzel einer rationalen Function 
sein kann, ohne Primform zu sein (weil iV = 4), so ist (p^ eine Primform. 

3* 
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Nach No. 6 Gl. (3.) und (3*.) giebt es nicht zwei verschiedene 
formen sechsten Grades. 

Die Form _^ 

(10.) F = vmy+xn 

ist eine Primform fttr jedes Werthsystem der Constanten l und v, ansser 
für y = oder A = 0, oder y = — 1,. i = 64. Umgekehrt ist jede Primform 

F zwölften Grades in der Form (10.) enthalten« Denn man kann — so 

bestimmen, dass die rechte Seite der Gleichung (10.) durch einen Linear- 
factor von F, also {A. p. 114 S. IV.) durch F theilbar wird. Der Quotient 
ist eine Constante, welche nicht verschwindet, weil /i und ^(^4) von ein- 
ander verschieden sind. Fasst man das Vorhergehende zusammen, so folgt: 

in. Für iV=4 giebt es mtr die Primformen /;, ^(/i), (pe und die tu 
smendJicker AwsaU 'vorhandenen Primformen zwölften Grades. Die letzterem 
sind sämmtUch durch die Gleichung (10.) dargesleUt. 

Es ergiebt sich aus der Gleichung (10.) ebenso wie in No. 7, dass 
zwischen je drei Primfarmen zwölften Grades eine lineare homogene Relation 
mt coHstantem Coeffiäente» stattfindet. 

12. 

Die Linearfactoren von /i mit bestimmten Constanteu multiplicirt, 
genügen einer Gleichung 24^° Grades, welche nur sechste Potenzen der Un- 
bekannten enthält 

Die sechsten Potenzen der Glieder des reducirten Wurzelsystems 
derselben seien 

«y?. ß(9i+92T, r(9i+P97fj ^(9^-\-pV, 

wo p eine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet Es ergiebt sich, 
däss die Summe dieser Grössen nicht Null sein darf, weil Inerzu die un- 
mögliche Bedingung a = zu erfüllen wäre. Diese. Summe als Form 
sechsten Grades, welche gleich einer rationalen Function, ist demnach gleich 
9% multiplicirt mit einer Constanten. Hieraus folgt 

/S = y = (f = — j^a, und die Summe gleich ^a(p^. 

Wählen wir a = — 27, so ist das reducirte Wurzelsystem der Gleichung, 

• 

welcher |^-27.jf, genügt: 

(».)• V=^27.gfi, . (yi+fO, (gfi+MfO. (fi+l'VO. 
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(1.) A = xi»\ ■ 

wo x(s) ^c Kubikwurzel einer rationalen Function, und 

(2.) m) = c[{^^)\^-^^^^-UP]xi^f^xM, 
80 können wir die Coefficienten der Gleichung 

(C.) y'*+p,y"'+p,9''+p,y'+p, = 0, 
welcher die Grössen (co.) genügen, folgendermaassen ak ganfse homogene 
FimcHonen von xi^)^ Xi(^) ^^^ 

(3.) 9>6(ä) = V-ZiW'+64;c(*/ 
darstellen. . 

Bezeichnen wir nämlich wieder mit «^ die /r*« Potenzsnmme der sechsten 
Potenzen der Grössen (cw.), so ergiebt die Zerlegung der Form Sj, in Prim- 
formen ihre Darstellung als ganze homogene Function von /i, Hif^) und (pQ. 
Die Unbekannten ergeben sich wieder durch Vergleichung gleich hoher 
Potenzen von yi auf beiden Seiten. Auf diesem Wege erhalten wir: 

\s, = Sxi<P-24.60j^(p, ^4=3;f?-6216/?;^+531444/?, 

wo zur Abkürzung x, Xi^ cp für ;f(«), XiWi VaW resp. gesetzt' ist 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass tpo eine rationale 

Function von z ist. 

Aus den Gleichungen (4.) ergeben sich die Werthe der Coefficienten 

der Gleichung (C.) 

(5.) pi = 3<p, p, = -.3;f?-^78/^, p,=^-;dv+Wv. P4 = -27/. 

Die letztere dieser Gleichungen ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass 

/>3 gleich dem Producte der sechsten Potenzen der Grössen {w.) ist. 

• Aus dem Satze I. No. 10 und aus {A. p. 135 Gl. (5.)) ergiebt sich: 

Die Nenner der Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen fallen für iV=4 mit einer 

der Zahlen 

1, 2, 3, 4, 6 

zusammen. 

Dieser Satz, zusammen mit Satz III. No. 10 liefern den Satz {A. p. 135) 
mit der näheren Bestimmung, dass die Nenner 7 und 9 flir Ar>>2 über- 
haupt ausgeschlossen sind. . 
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13. 

In den Nummern 8, 9, 12 ist gezeigt worden, wie die Coefficienten 
der algebraischen Gleichung, deren Wurzeln der Differentialgleichung ge- 
nügen, vermittelst einer Function /(») ausgedrückt werden können. 

Diese Function x ist für iV = 6 die Quadratwurzel , für iV = 4 die 
Kubikwurzel einer rationalen Function, dagegen für iV=12 eine rationale 
Function. 

Die Exponenten der Factoren von x» welche für die aingulären 
Punkte Null oder unendlich werden, sind durch die Gleichung (3.) No. 10 
näher bestimmt. 

Die definitive Bestimmung von x erfolgt nach (A. p. 129 — 133) 
dadurch, dass diese Function einer linearen homogenen Differentialgleichung 
resp. der 5^«^, 1^^^ oder 13^«« Ordnung, oder dem Systeme von resp. 4, 6, 12 
solcher Differentialgleichungen zu genügen hat. Obgleich diese Bestimmung 
wesentlich durch die gewoimene Kenntniss der Beschaffenheit der Expo- 
nenten derjenigen Factoren von x» welche flir die singulären Punkte Null 
oder unendlich werden, erleichtert wird, so ist doch zuweilen folgender 
Weg zur Bestimmung von x vorzuziehen. 

Ist f eine Form vom k^^^ Grade, so kann man aus den beiden 
Gleichungen : 

^^•^ ^ df . , df _df ^'^ dz' ^''' dz' 

-r-^, -ST^ berechnen. Für jede dieser Formen (k—V^^^ Grades werden die 

den beiden Gleichungen ,1.) analogen Gleichungen aufgestellt, und aus 

diesen ^-, 3-^, ^^ — =,- berechnet. 

Ist nun /"=/, wo / Wurzel einer rationalen Function von «, so 
ergiebt diese Rechnung, unter Zuhülfenahme von {A. p. 104 Gl. ^'2.)) 

wo C eine Constante bedeutet. Diese Gleichung haben wir in No. 8, 9, 12 
bereits für Ar = 6, 12, 4 aus A. p. 128} durch directe Anarechuung dedueirt. 
Aus den Gleichungen 3.- und ,4. No. 4 und Gleichung ^^7.^^ No. 11 
ergiebt sich: 
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Die Functionen x und Xi genügen den Systemen ton Differentialgleichungen : 

wo C, C Constanten und X = l für iV=4, ;l = 2 für iV=6, 1 = 3 für iV=12. 
Die Gleichungen (3.) können dazu dienen, die ganze rationale 
FunctioA xfj(z) zu bestimmen, welche in Gleichung (3.) No. 10 als Factor 
von X auftritt, wodurch nach dem Obigen x vollständig bestimmt ist Der 
Grad von xp(z) ergiebt sich auf ähnliche Weise wie {A. p. 133) der Grad 
von g{z). 

14. • 

Zum Beschluss fllgen wir noch zwei fernere Beweise des Saitzes, 

dass die Summe der Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 
Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen mit einer der 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 zusammenfallen müssen, wenn iV>2, hinzu 
(siehe No. 10 S. III., den Satz am Schluss von No. 12 und A. p. 135). 
Wir glauben diese Beweise um so weniger unterdiücken zu dürfen, weil 
sie diesen Satz fast als eine unmittelbare Folge aus der Begriffsbestimmung 
einer Primform darstellen. 

Ist / eine Primform n^^^ Grades, gebildet aus er i beliebigen 
Fundamentalsystem von Integralen ^i, y,, so dürfen in .selben nicht 
gleichzeitig die Glieder mit y" und yl~^y2i ebenso wenig gleichzeitig die 
Glieder mit yj, y2~^yi fehlen, weil f weder durch y] noch durch y] theilbar 
sein darf (-4. p. 114\ Die Primform besteht daher aus mindestens zwei 
Gliedern. 

Es sei demnach erstens . 

wo Ol) und aj, von Null verschieden sind. Da & ^ 1, so ergiebt sich, dass 
die höchste Potenz von y^ in H{f) die (2n — ä— 2)*® ist, demnach ist die 
niedrigste Potenz von y, in derselben die (A— 2)^®, weil H(f) vom 
(2«— 4)teD Grade. 

Ist f eine Primform niedrigsten Grades, so ist auch H{f) eine Prim- 
form {A, p. 116), und als solche nicht durch y] theilbar. Demnach muss 

ft-2<2, 
d. h. k eine der Zahlen 1, 2, 3 sein. 
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Haben nun r und a dieselbe Bedeutung wie in No. 10, während jfi, t/i 
mit den dortigen i?i , TI2 resp. übereinstimmen , so ist — . da / nach einem 
Umlaufe um a sich mit einer Einheitswurzel multiplicirt — 

iir-[(»-2&)r + &], 
also auch 2kr eine ganze Zahl. 

Der Nenner von r ist demnach eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 6. 

Es sei zweitens 

Ot und a* von Null verschieden, so ist 

Es sei &>2, so sind die Coefficienten von yl**"* und von y^~*""^*"'*^y2""^ in 
J5r(/') von Null verschieden, und .die höchste Potenz von yi in Ä^(/), nach 
dem im ersten Falle Bewiesenen, die (4« — ä — 9)K Demnach ist H^(f) als 
eine Form vom Grade 4«— 12 durch y*"^ theilbar. 

Ist wieder f eine Primform niedrigsten Grrades, so kann IP{f) nicht 
durch die vierte Potenz einer Primform, folglich auch nicht {A. p. 115) 
durch yt theilbar sein. Demnach ist 

*-3<4, 

d. h. k eine der Zahlen 2. 3, 4, 5, 6. 
In diesem Fälle ist 

(«-2)r+l-[(ii-2Ä)r+&], 

also auch (2& — 2)r eine ganze Zahl, d. h. 

der Nenner von r ist eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10. 

15. 

Der einfachste Beweis des in voriger Nummer erwähnten Satzes ist 
wohl der folgende. 

Ist f eine Primform niedrigsten Grades, so sind / und H(f) nicht 
durch y] und IP(f) nicht durch yi theilbar. Demnach enthält 

f ein Glied der Form a^y" oder »i^I^^y^, 

H(f) ein Glied der Form ö^y]""* oder ftiyr^y?, 

ff^if) ein Glied der Form c„yt""^' oder c,yt"~"y2 oder c^y^'^^.y] oder 

c^yT^yl 

Haben a, r wieder dieselbe Bedeutung wie in No. 10, während y^, y, mit 
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den dortigen rji , ??2 resp. übereinstimmen, bezeichnen wir femer den Nenner 
von r mit r und mit j eine primitive y*« Wurzel der Einheit, so gehen nach 
einem Umlaufe von z um a 

f in ff oder in /"^^ 
H{f) mt'\H(J) oder in/-^Ä(/), 
W{f) 'mt-'\H'{f) oder in/-".Ä'(/) oder in 
f--^\H'{f) oder inj^-'^Win über. 

Da nach 8. IV. No. 2 ^^ , ;^ ungeändert bleiben müssen, so 

ist erforderlich, dass gleichzeitig eine der Congruenzen: 

2« = 2« - 4, 2« = 2« - 6 (mod. v) 
und eine der Congruenzen 

4« = 4« -12, 4it = 4« -14, 4« = 4ii - 16, 4» = 4« -18 (mod. r) 
statt finden, oder gleichzeitig eine der Congruenzen 

2(«-2) = 2ii-4, 2(11-2) = 2ii-6 {moA.y) 
und eine der Congruenzen 

4(«-2) = 4i«-12, 4(11-2) = 4« -14, 4(ii-2) = 4ii-16, 

4(11-2) = 4«-18 (mod.y). 
Hieraus ergiebt sich, dass v eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 ist 
Heidelberg, den 3. November 1877. 
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Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art 

(Von Herrn B. Schröter in Breslau.) 



Vor fünfzig Jahren hat Steiner*) zuerst auf eine besondere Fläche 
zweiter Ordnung aufmerksam gemacht, deren Kreisschnitte rechtwinklig 
sind zu zwei ierzeugenden Geraden derselben, und in seinem Hauptwerke**) 
ist er wiederholt auf dieselbe zurückgekommen, eine Fläche, welche als 
das Erzeugniss zweier projectivischer Ebenenbüschel auftritt, deren je zwei 
entsprechende Ebenen zu einander rechtwinklig sind. Wenige Jahre später 
erschien dasselbe einfache Hyperboloid von der angegebenen besonderen 
Art in einer Abhandlung von Ch(isles***) als der geometrische Ort solcher 
l^inkte, deren Abstände von zwei festen windschiefen Geraden in con- 
stantem Verhältnisse zu einander stehen. Obwohl Chasles selbst diese Arbeit 
als „un exercice sur la m^thode purement g^om^trique" angesehen wissen 
will, so zeigt er doch nur, dass der gesuchte Ort zwei gewisse Gerade und 
einen Kreis enthält und schliesst folgendermaassen (p. 334) : „Or ce lieu sera 
^videmment une surface du second degr^, parce que la formule de g^om^trie 
analytique, qui donne le caiTe de la distance d'un point k une droite, con- 
tient les coordonn^es de ce point au second degr^; ce lieu sera donc un 
hyperboloide ä une nappe etc." Eine solche. Schlussfolgerung genügt nicht 
den Ansprüchen an eine rein synthetische Herleitung. Diese Lücke mag 
wohl längst ausgefüllt sein; mir ist nur eine in jüngster Zeit erschienene 
hierauf bezügliche Arbeit von A. Schönflies i) zu Gesicht gekommen, in 
welcher der fragliche Nachweis sich darauf stützt, dass alle Geraden, welche 
zwei feste windschiefe Gerade treffen und den Strahlen eines Kegels parallel 
laufen, ein Hyperboloid bilden. Es bedarf aber, wie unten gezeigt werden 
wird, nicht einmal eines solchen Kegels, sondern eine einfache lineare Con- 

*) In Crelles Journal f)lr reine und angewandte Mathematik Bd. II (1827): Auf- 
gaben und Lehrsätze von Herrn J. Steiner p. 292. 

**) Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von 
einander von J. Steiner (1832) p. 218 und 232. 

***) J. Liouville, Journal de mathömatiques pures et appliquöes tome I (1836) 
p. 324: Analogie entre des propositions de G^om^trie plane et de G^om^trie ä trois 
dimensions p. M. Chasles 

t) Synthetisch-geometrische Untersuchungen über {"lachen zweiten Grades, Inau- 
gural-Dissertation von A, Schönflies, Berlin 1877. 
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ötruction führt zu dem Hyperboloid und lässt dessen charakteristische Eigen- 
thttmlichkeit hervortreten. 

Zu diesem einfachen Hyperboloid von besonderer Ait, welches der 
Ort solcher Punkte ist, deren Abstände von zwei windschiefen festen Ge- 
raden ein constantes Verhältniss haben, stehen die beiden festen Geraden 
in einer gewissen Beziehung, welche in doppelter Weise eine Analogie dar- 
bietet mit der entsprechenden Figur in der Ebene. Der Ort eines Punktes 
in der I^bene, dessen Abstände von zwei festen Punkten ein constantes 
Verhältniss haben, ist bekanntlich ein Kreis, für welchen die Verbindungs- 
Hnie der beiden festen Punkte Durchmesser ist und diese selbst ein Paar 
conjugirter Punkte sind. Dem analog ist in der räumlichen Figur diejenige 
Gerade, welche den kürzesten Abstand der beiden gegebenen festen Geraden 
enthält, eine Hauptaxe des Hyperboloids und zwar diejenige, durch welche 
die beiden Kreisschnitte desselben gehen, und die beiden festen Geraden 
selbst sind ein Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf das Hyperboloid. 

• 

Diese Eigenschaft ist schon aus der CAM/e^schen Abhandlung erkennbar 
und auch von Schönflies nachgewiesen. Aber die räumliche Figur bietet 
zugleich noch eine zweite Analogie dar, welche bisher nicht bemerkt zu. 
sein scheint. Der Ort eines Punktes in der Ebene, dessen Abstände von 
einem festen Punkte und einer festen Geraden ein constantes Verhältniss 
haben, ist bekanntlich ein Kegelschnitt, fllr welchen der feste Punkt ein 
Brennpunkt und die feste Gerade die zugehörige Leitlinie (Polare dieses 
Brennpunktes) ist. Brennpunkt des Kegelschnittes heisst aber ein solcher 
Punkt in der Ebene desselben, für den die Paare conjugirter Strahlen, 
welche durch ihn gehen, eine orthogonale Strahleninvolution bilden, d. h. 
aus Paaren rechtwinkliger Strahlen bestehen. Dem analog sind in der 
räumlichen Figur die beiden festen Geraden ein solches besonderes Paar con- 
jugirter Strahlen (Ireciproker PolarenJ in Bezug auf das Hyperboloid, für 
deren jeden die Paare conjugirter Ebenen, welche durch ihn gehen, eine 
orthogonale Ebenenineolution bilden, d. h. aus Paaren rechtwinkliger Ebenen 
bestehen. Diese Eigenschaft kann in gewissem Sinne als eine Uebertragung 
der Grundeigenschaft der Brennpunkte des Kegelschnittes auf Oberflächen 
zweiter Ordnung betrachtet werden ; aber es tritt hier ein wesentlicher Unter- 
schied zwischen der ebenen und räumlichen Figur auf. Während bei jedem 
Kegelschnitt 'ein solches besonderes Paar von Pol und Polare (und zwar 
zwei Mal) vorhanden ist, bei dem der Pol Mittelpunkt einer dem Kegel- 

4* 
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Bchnitt zugehörigen orthogonalen Strahleninvolution wird, ist die Oberfläche 
zweiter Ordnung, für welche zwei conjugirte Strahlen die Axen zugehöriger 
orthogonaler Ebeneninvolutionen sein sollen, einer gewissen Bedingung unter- 
worfen, und wenn die Oberfläche diese Bedingung erfüllt, so giebt es für 
sie unendlich viele Paare conjugirter Strahlen von der verlangten Art. An- 
dererseits ist eine Oberfläche zweiter Ordnung, für welche zwei gegebene 
windschiefe Gerade conjugirte Strahlen und die Axen zugehöriger ortho- 
gonaler Ebeneninvolutionen sein sollen, durch diese Fordening, welche nur 
acht einfache Bedingungen involvirt, nicht vollständig bestimibt und es giebt 
ein Büschel von Oberflächen zweiter Ordnung, welche dieser Forderung 
genügen. Dieses Büschel von Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch 
die Verändening des constanten Abstandsverhältnisses entstehen, hat. zur 
gemeinschaftlichen Grundkurve (um es kurz zu sagen) ein imaginäres wind- 
schiefes Vierseit, ebenso wie alle Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt 
ijnd die zugehörige Leitlinie gemeinschaftlich haben, ein Büschel von Kegel- 
schnitten mit ideeller doppelter Berührung bilden*). 

Die synthetische Herleitung der angegebenen Eigenschaften ist der 
Zweck des nachfolgenden Aufsatzes**); der Vollständigkeit wegen und um so 
wenig als möglich vorauszusetzen sei es gestattet, auch die schon bekannten 
Resultate auf dem einfachsten, durchaus elementaren Wege abgeleitet vor- 
auszuschicken. 

I. Das gleichseitig-hyperbolische Paraboloid. 

1. Wir beginnen die Untersuchung mit einem speciellen Fall, welcher 
sowohl wegen der eigenthümlichen Modification, die das allgemeine Resultat 
erleidet, eine besondere Behandlung erheischt, als auch die charakteristischen 
Eigenschaften der Figur zuerst am deutlichsten erkennen lässt Wir stellen 
uns die Aufgabe: 

Es sind zwei windschiefe (d. h, im Räume sich nicht treffende) Gerade 
gegeben; es soU der Ort eines Punktes ermittelt werden , welcher von beiden 
gleich weit absteht. 

Sind s und s^ die beiden gegebenen Geraden, so ergeben sich sofort 
einige besondere Punkte und gerade Linien, welche dem gesuchten Orte 

*) Jacob Steiners Vorlesungen ttber synthetische Geometrie, Theil II, zweite Auf- 
lage, p. 344. 

*^ Einige derselben sind bereits in den Monatsberichten der Eönigl. Academie 
der Wissenschaften za Berlin vom 25. October 1877 ohne Beweis mitgetbeilt worden. 
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angehöre!). Construiren wir diejenige Gerade Ar, welche auf s und «, 
gleichzeitig rechtwinklig ist oder den kürzesten Abstand dieser beiden 
Geraden von einander enthält und welche ihnen in den Punkten d und d| 
begegnet, so ist offenbar die Mitte S zwischen d und di ein Punkt des 
Ortes und ebenso muss der unendlich entfernte Punkt der Geraden * als 
ein Punkt des gesuchten Ortes aufgefasst werden. Legen wir sodann 
einmal durch s und k, zweitens durch s^ und & je eine Ebene, hal- 
biren die Neigungswinkel zwischen diesen beiden Ebenen durch zwei 
neue zu einander rechtwinklige Ebenen, die sich in k schneiden und 
legen endlich durch S eine Ebene rechtwinklig zu /r, so wird dieselbe 
die beiden letzteren in zwei Geraden / und g schneiden, welche die ver- 
langte Eigenschaft besitzen, dass jeder ihrer Punkte von s und s^ gleich weit 
absteht. In der That, denken wir uns durch rf, eine Gerade o parallel zu 
8 gezogen, so wird jeder Punkt von / die doppelte Eigenschaft besitzen: ein- 
mal von 8 und a gleich weit abzustehen (weil er in der durch S zu & recht- 
winklig gelegten Ebene liegt, d. h. in einer Ebene, deren sämmtliche Punkte 
von den beiden parallelen Geraden s und a gleich weit abstehen) und 
zweitens auch von a und «, gleich weit abzustehen (weil er in einer Ebene 
liegt, die durch eine Halbirungslinie des Winkels zwischen a und s^ recht- 
winklig zu der Ebene dieses Winkels gelegt ist); folglich steht jeder Punkt 
von / gleich weit von s und «i ab. Dasselbe gilt natürlich auch von der 
zweiten Geraden g und ebenso von den beiden in der unendlich entfernten 
Ebene £* gelegenen Geraden T und gr*, die in den beiden oben con- 
struirten Halbirungsebenen sich befinden und gleichfalls als zu einander recht- 
winklig aufgefasst werden müssen. Wir haben also zunächst vier besondere 
gerade Linien g, l^g^^ T gefunden, deren Punkte dem gesuchten Orte angehören. 
2. Durch eine der vorigen ganz ähnliche Construction gelangen 
wir zu beliebig vielen andern Paaren von Geraden, deren Punkte sämmtlich 
die verlangte Piigenschaft besitzen: von s und «, gleich weit abzustehen. 
Legen wir nämlich durch s eine beliebige Ebene JT, welche Si in Xi treflfen 
möge, und ziehen durch x^ eine Parallele a zu «, so giebt es eine einzige 
bestimmte im Endlichen liegende Ebene T, deren sämmtliche Punkte von 
8 und a gleich weit abstehen; diese Ebene T wird gefunden dadurch, dass 
wir zwischen s und a in gleichem Abstände von beiden Parallelen eine 
dritte Parallele ziehen und durch dieselbe eine Ebene T legen, die recht- 
winklig ist zur Ebene so oder X. Zweitens halbiren wir in der Ebene as^ 
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den Winkel und Nebenwinkel zwischen diesen beiden Strahlen und legen 
durch die Halbirungslinien Ebenen, die rechtwinklig sind auf ihrer Ebene 
asi. Dann wird offenbar jeder Punkt einer solchen Halbirungsebene , die 
wir H und H' nennen wollen, von den Strahlen o und «, gleich weit ab- 
stehen und die Schnittlinien: 

welche beide Eigenschaften vereinigen, werden dem gesuchten Orte ange- 
hören, weil ihre Punkte von s und «, gleich weit abstehen. Auch ist um- 
gekehrt ersichtlich, dass es in- der Ebene T keine anderen Punkte mehr 
geben kann, als die des Strahlenpaars l^g^, welche dem gesuchten Orte 
angehören, denn alle Punkte der Ebene T stehen von s und a gleich weit 
ab; gäbe es also noch irgend einen anderen Punkt in T, welcher von s 
und 8i gleich weit abstände, so mttsste er auch von a und *, gleich weit 
abstehen, also in einer der Ebenen H oder H' liegen. 

3. Indem wir die willkürlich durch s gelegte Ebene um diesen 
Strahl drehen, verändern sich T, H und H\ also auch (, und g^, und wir 
werden bei dieser Bewegung die Veränderung des Strahlenpaars /, und g^ 
zu untersuchen haben. Da der HtQfsstrahl a beständig zu s parallel ist, 
so wird er sich in derjenigen Ebene parallel fortschieben, welche durch s^ 
und den unendlich entfernten Punkt p* von s, d. h. parallel zu s gelegt 
werden kann, und da die Gerade a in dieser Ebene eine unveränderte 
Richtung behält, so werden die Ebenen H und H' eine unveränderte Stellung 
behalten, nämlich, wie unmittelbar einleuchtet durch die vorhin ermittelten 
Geraden gr* und T gehen, welche zu einander rechtwinklig sind. Die Durch- 
schnittslinien der pjbenen H und H' mit der Ebene T, d. h. das Strahlenpaar 
l^ und g^ wird daher zwei festen Stellungen {U und H') parallel bleiben 
oder je eine der beiden festen Geraden /" und g^ treffen. 

Construiren wir jetzt in derselben Weise, wie vorhin die Ebene T, 
welche die beiden Ortsgeraden l^ und g^, enthielt, eine zweite Ebene T', 
welche die beiden Ortsgeraden /„ und'^flr^ enthalten möge, so wird die Schnitt- 
linie der beiden Ebenen (T, T) noth wendig l^ und ff^ in denselben beiden Punkten 
treffen, in welchen sie von /,, und g,, getroflfen wird; denn da in jeder der 
beiden Ebenen der gesaramte Ort der Punkte von der verlangten Be- 
schaffenheit nur aus zwei Geraden besteht, sro kann die Schnittlinie (T, T') 
auch nur zwei Punkte dieses Ortes enthalten, und da sie in beiden Ebenen 
gleichzeitig liegt, so müssen ihr die Geraden l,, und g,, in denselben beiden 
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Punkten begegnen, wie die Geraden (^ und g^ Es sind daher nur zwei 
Möglichkeiten vorhanden: Entweder schneiden sich 

/, und /y, flr, und g, 
oder 

/, und gy, ly und g^. 

Nehmen wir nun an, dass t und ly der Ebene Ä, g^ und g„ der Ebene ff 
parallel laufen, so fällt die erste der beiden Möglichkeiten als unzulässig 
fort und es bleibt nur die zweite bestehen. Denn träfen sich /, und ly, so 
mttssten sie, da sie in zwei parallelen Ebenen {H) und selbst in einer Ebene 
enthalten sind, einander parallel sein; da sie sich aber in einem Punkte 
der Schnittlinie (T, T) treffen, so mttssten sie mit dieser parallel sein. 
Die Schnittlinie (T, T) geht nun, da beide Ebenen T und T parallel zu s 
sind, durch den unendlich-entfernten Punkt von s; es mttssten also auch /, 
und ly parallel zu s oder, was dasselbe ist, zu a sein, was offenbar nicht 
der Fall ist; folglich fällt die erste Annahme fort und wir sehen, dass sich 

/j, und g^ ebenso /,, und g^ 
auf der Schnittlinie (T, T) treffen. 

Hieraus geht der hyperboloidische Charakter der beiden Schaaren 
von Geraden, welche t und g^ beschreiben, hervor und wir erkennen die- 
selben als Regel schaaren, indem jede Gerade der einen Schaar /^, welche 
sämmtlich der ff-Ebene parallel sind, jeder Geraden der anderen Schaar 
gy, welche sämmtlich der jff '-Ebene parallel sind, begegnen muss. Nehmen 
wir irgend drei Gerade l^kh der einen Schaar, so werden sämmtliche 
Geraden, welche dieselben treffen, eine Regelschaar {jg^ bilden, oder auf 
einem einfachen Hyperboloid liegen. Da aber die beiden unendlich- 
entfernten Geraden t und gr*, welche zu einander rechtwinklig sind, auch 
den beiden Regeischaaren angehören, so ist das Hyperboloid von besonderer Art, 
nämlich ein solches, welches man gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid nennt. 

Es bedarf keiner weiteten Ausfuhrung, dass keine anderen Punkte 
im Räume von der verlangten Art vorhanden sein können, als solche, die 
aus unserer Coustruction hervorgehen, und wir können daher folgendes 
Resultat aussprechen: 

uille Punkte im Räume, die von zwei windschiefen Geraden gleich weil 
abstehen, liegen auf einem gleichseitig-hyperbolischen Paraboloid, dessen Scheitel 
die Mitte des kürzesten Absfandes zwischen den beiden windschiefen Geraden 
ist, während die Gerade dieses kürzesten Abstandes in diejenige Hauptaxe des 
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Paraboloids hineinfäUl, welche nach dem Berührungspunkte desselben mit der 
unendlich- entfernten Ebene (JET) hingeht, 

4. Die beiden gegebenen Strahlen s und s^ stehen in einer be- 
sonderen Beziehung zu dem gleichseitig -hyperbolischen Paraboloid, wie 
aus folgender Betrachtung erhellt: Jede Ebene, welche durch zwei Er- 
zeugende aus der einen und der anderen Regelschaar des Paraboloids gelegt 
werden kann, ist bekanntlich eine Berührungsebene desselben und der 
Schnittpunkt der beiden Erzeugenden der Berührungspunkt. Nehmen wir 
nun die Gerade * (1.), welche den kürzesten Abstand der gegebenen Ge- 
raden ssi enthält und ihnen in den Punkten ddi begegnet, bezeichnen wir 
mit S die Mitte zwischen rfrfi und mit S* den unendlich-entfernten Punkt 
dieser Geraden, so liegen die oben ermittelten Geraden lg in derjenigen 
Ebene, welche in S rechtwinklig auf k errichtet ist und /* g^ in der durch 
S* gehenden unendlich-entfernten Ebene ET; die beiden Ebenen {lg) und 
(tg"^) sind die Berührungsebenen des Paraboloids in den Punkten S und S*, 
folglich ist ihre Schnittlinie der zu * conjugirte Strahl, den wir Ar* nennen 
wollen; es ist aber ersichtlich, dass Ar* durch die beiden unendlich-entfernten 
Punkte p* und p* der beiden gegebenen Geraden s und «, hindurchgeht, 
und weil die Richtungen von s und s^ halbirt werden durch die zu einander 
rechtwinkligen Richtungen von / und g, also die einen durch die anderen 
harmonisch getrennt werden, / und g aber ganz auf dem Paraboloid liegen, 
so sind p* und p^ ' conjugirte Punkte in Bezug auf das Paraboloid. Die 
Polarebene von p* ist also die durch Ar und p* gelegte Ebene und die 
Polarebene von p* die durch Ac und p* gelegte Ebene. Ferner sind d und rfi 
conjugirte Punkte hi Bezug auf das Paraboloid, weil sie durch S und ST 
harmonisch getrennt werden. Die Polarebene von rf geht also durch ft* 
und d,, die Polarebene von rfi durch ft* und d. Da nun 

* = (ddO und Ar*=(p*pr) 
ist, so sind die vier Punkte dd^p^^pi die Ecken eines Polartetrafe'ders in Bezug 
auf das Paraboloid und mithin die Gegenkanten desselben {dp'^) = 8 und 
(rf,p*) = ^j ein Paar conjugirter Strahlen, also: 

Die gegebenen Geraden s und Si sind conjugirte Strahlen in Bezug 
auf das Paraboloid. 

Feiner haben wir nach unserer Construction (2.) eine veränderliche 
Ebene T, deren Schnittlinien mit H und H' die Erzeugenden /j. und g, sind, 
die sich in t schneiden mögen; dann ist t der Berühinngspunkt der Ebene 
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T mit dem Paraboloid, also sind auch t und T Pol und Polarebene in Bezug 
auf das Paraboloid. Die Schnittlinie der sich beständig parallel bleibenden 
Ebenen H und H' geht durch den Punkt S* und den früher mit Xi bezeich- 
neten Punkt der Geraden Si , in welchem dieselbe von der willkürlich durch 
8 gelegten Ebene X getroffen wird. Die drei Punkte t Xi S^ liegen also in 
einer Geraden; der conjugirte Strahl zu derselben ist die Schnittlinie der 
Ebenen T und E*, d. h. die unendlich - entfernte Gerade von T; folglich 
wird die Polarebene von Xi mit der Ebene T parallel sein ; da aber Xi auf 
8i liegt und zu Si der conjugirte Strahl s ist, so wird die Polarebene von 
Xi die durch s zu T parallel gelegte Ebene sein; bezeichnen wir diese 
Ebene mit -Y, , so müssen, da nach unserer Construction (2.) die Ebenen X 
und T rechtwinklig zu einander sind, auch die Ebenen X und Xi zu ein- 
ander rechtwinklig sein, d. h. zwei beliebige zu einander conjugirte Ebenen 
in Bezug auf das Paraboloid {X und -Y,), die durch den Strahl s gehen, 
sind rechtwinklig zu einander, oder die dem Strahle s in Bezug auf das 
Paraboloid zugehörige Ebeneninvolution ist eine orthogonale. Da dieselbe 
Eigenschaft auch für den conjugirten Strahl Si gelten muss, wie wir durch 
blosse Vertauschung von s und Si erkennen, so haben wir folgendes Resultat : 

Die beiden conjugirten Strahlen s und Si sind die Axen orthogonaler 
Ebenenineolutionen, ttelche ihnen in Bezug auf das Paraboloid zugehören, d, h. 
alle Paare eon conjugirten Ebenen in Bezug auf das Paraboloid, welche durch 
s gehen, sind Paare rechtwinkliger Ebenen (und ebenso für sj. 

Da nach der allgemeinen Polartheorie der Flächen zweiter Ordnung 
die einem Sti'ahle zugehörige Ebeneninvolution auf dem conjugirten Strahle 
die demselben zugehörige Punktinvolution ausschneidet und eine oilhogonale 
Ebeneninvolution nur in einer elliptischen Punktinvolution geschnitten werden 
kann, so folgt zugleich, dass die den beiden conjugirten Strahlen s und Si 
zugehörigen Punktinvolutionen elliptische sein müssen, d. h. dass die Ge- 
raden s und Si dem Paraboloid nicht in reellen Punkten begegnen können, 
was auch a priori klar ist. 

5. Wir legen uns jetzt die umgekehrte Frage vor, wie für ein ge- 
gebenes gleichseitig - hyperbolisches Paraboloid ein solches Paar conjugirter 
Strahlen gefunden werden kann, welche die Axen zugehöriger orthogonaler 
Ebeneninvolutionen sind, und ermitteln zuerst ein besonderes Paar der Art, 
welches einen gewissen Grenzfall bildet 

Ist S der Scheitel des Paraboloids, d. h. derjenige Punkt desselben, 
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deBsen Berührungsebene rechtwinklig ist zu dem Strahle SS", welcher S 
mit dem nnendlich-entfemten Punkte S* des Paraboloids verbindet, sind / 
und g die beiden Erzeugenden des Paraboloids, welche in der Berührungs- 
ebene für S liegen und sich in S rechtwinklig schneiden, so halbiren wir 
die Winkel zwischen diesen beiden Strahlen durch zwei neue, ebenfalls zu 
einander rechtwinklige Strahlen, welche h und hi heissen mögen, während 
die Hauptaxe SST = k heisse, und legen die beiden Ebenen durch hk und 
hik (Hauptebenen des Paraboloids). Diese schneiden dasselbe in zwei 
Parabeln ^'^ und ^i^^, welche denselben Scheitel S und denselben un- 
endlich entfernten Punkt ST haben und deren Ebenen auf einander recht- 
winklig stehen. Sei nun f der Brennpunkt der Parabel ^^'^ und der Ab- 
stand des Brennpunktes vom Scheitel: 

der Parameter dieser Parabel, so wird die Leitlinie derselben «" um das- 
selbe Stück l nach der entgegengesetzten Seite hin von S abstehen und 
rechtwinklig zur Parabelaxe sein, welche von ihr in /i getroffen werde. 
Brennpunkt und Leitlinie der Parabel sind aber Pol und Polare in Bezug 
auf dieselbe; dem Brennpunkt gehört eine orthogonale Strahleninvolution 
zu, welche perspectivisch liegt mit der elliptischen Punktinvolution, welche 
der Leitlinie zugehört. Diese elliptische Punktinvolution auf der Leitlinie «*' 
hat also /i zum Mittelpunkt und — 4^^ zur Potenz, d. h. zwei Punkte, die 
von /i um das Stück 21 nach beiden Seiten hin gleich weit abstehen, 
sind conjugirte Punkte in Bezug auf die Parabel, wodurch die elliptische 
Punktinvolution vollständig bestimmt ist Diese dem Strahle «" in Bezug 
auf die Parabel ^^'^ zugehörige Punktinvolution ist nun auch dieselbe, 
welche ihr in Bezug auf jede ebene Schnittcurve zugehört, die durch «" 
und das Paraboloid gelegt werden kann, und diejenige also, welche ihr in 
Bezug auf das Paraboloid zugehört Legen wir durch «" eine Ebene recht- 
winklig zur Parabelaxe &, so wird die Schnittcurve derselben mit dem 
Paraboloid eine gleichseitige Hyperbel sein, weil ihre unendlich - entfernten 
Punkte in den beiden zu einander rechtwinkligen Richtungen von / und g 
liegen. Die Gerade s^^ wird die imaginäre Hauptaxe dieser gleichseitigen 
Hyperbel, die darauf rechtwinklige Gerade die reelle Hauptaxe derselben 
sein, welche folglich die Länge 4>t haben muss ; diese ist aber gleichzeitig 
eine Sehne unserer obigen zweiten Parabel ^'\ der Schnittcurve des Para- 
boloids mit der Ebene Ai k. Wir wissen also von dieser Parabel ^[^ dass 
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das in einem Punkte fi ihrer Axe errichtete Perpendikel ihr in zwei 
Punkten begegnet, deren jeder doppelt so weit von /i absteht, wie /i vom 
Scheitel S der Parabel, und hieraus folgt, dass /i der Brennpunkt der Pa- 
rabel ^P^ ist und dass die Leitlinie «i derselben in dem Punkte / recht- 
winklig ist zur Ebene der Parabel ^^^\ 

Hierdurch ist bewiesen, dass die beiden Patabeln in den Hauptschnitten 
des gleichseitig "hyperbolischen Paraboloids congruent^ aber nach entgegen- 
gesetzten Seiten hin geöffnet sind; ihre Brennpunkte f und fx stehen gleich 
weit ab von dem gemeinsamen Scheitel S; ihre Leitlinien s^^ und s^l sind die 
in den Brennpunkten auf den Ebenen der Parabeln errichteten Perpendikel^ 
d. h. so, dass das in f errichtete Perpendikel s^l und das in f errichtete s^^ ist. 

Dass die beiden Punkte / und /i conjugirt sind in Bezug auf das 
Paraboloid, geht daraus hervor, dass sie harmonisch getrennt werden durch 
S und S* . Femer erkennen wir. dass die beiden unendlich-entfernten Punkte 
p* und p^ von «" und s^l conjugirte Punkte sind in Bezug auf das Para- 
boloid, weil sie auf ihrer Verbindungslinie harmonisch getrennt werden 
durch die unendlich-entfernten Punkte von / und g. Folglich sind /jp* = «" 
lind fiPi = «y conjugirte Strahlen in Bezug auf das Paraboloid. Die dem 
Punkte f in Bezug auf die Parabel ^^'^ zugehörige Strahleninvolution, 
welche orthogonal ist, weil / Brennpunkt ist, liegt perspectivisch mit der 
dem Strahl «" zugehörigen Punktinvolution ; legen wir also durch den cour 
jugirten Strahl s^l als Axe und die Punktinvolution eine Ebeneninvolution, 
so ist es diejenige, welche dem Strahle «y in Bezug auf das Paraboloid zu- 
gehört Da aber der Strahl s'l rechtwinklig steht auf der Ebene der dem 
Punkt f zugehörigen Strahleninvolution, so ist die erhaltene Ebeneninvolution 
eine orthogonale und dasselbe gilt für den conjugirten Strahl «"; also: 

Die Leitlinien der beiden Parabeln, welche in den Hauptschnitten eines 
gleichseitig-hyperbolischen Paraboloids liegen, sind die Axen orthogonaler, in 
Bezug auf das Paraboloid ihnen zugehöriger Ebeneninvolutionen. 

Hiermit Mit aber auch die Eigenschaft zusammen: 

Die Leitlinien der beiden Parabeln, welche in den Hauptschnitten eines 
gleichseitig - hyperbolischen Paraboloids liegen, besitzen die Eigenscluift, dass 
jeder Punkt des Paraboloids von ihnen gleich weit absteht. 

Denn wenn wir für das besondere Strahlenpaar «"*? den Ort von 
der gesuchten Art nach dem Obigen (3.) bestimmen, so erhalten wir ein 
gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid, von dem wir leicht erkennen, dass 

5* 
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es mit dem vorigen zusammenföllt, weil es die Geraden Igtg^ und die Parabeln 
^(2)9ßO) juit ihm gemeinBchaftlich hat, da die Punkte dieser Linien ersicht- 
licher Weise der Forderung genügen. 

6. Das eben ermittelte Strahlenpaar d^s^l ist ein besonderes (und zwar 
rechtwinkliges) Paar conjugirter Strahlen mit orthogonalen Ebeneninvo- 
lutionen in Bezug auf das Paraboloid — aber nicht das einzige, sondern 
wir ermitteln auf ähnliche Weise unendlich viele andere Paare derselben Art 

Nehmen wir auf der Hauptaxe * des Paraboloids zwei Punkte d 
und cfi in gleichem Abstände von dem Scheitel nach beiden Seiten hin an 
und zwar so, dass ihr gegenseitiger Abstand 2d kleiner ist, als der Abstand 
der beiden Brennpunkte in den Hauptschnitten, 2X, also: 

(eine Beschränkung, deren Nothwendigkeit sehr bald hervortreten wird), 
dann wird eine durch d zur Axe k des Paraboloids rechtwinklig gelegte 
Ebene dasselbe in einer gleichseitigen Hyperbel schneiden, deren Mittel- 
punkt d ist und deren reelle Hauptaxe 2a leicht gefunden wird: sie ist 
nämlich (5.) gleichzeitig in einem Hauptschnitte ^^^^ die Sehne einer Parabel, 
die rechtwinklig zur Axe derselben um das Stück d vom Scheitel absteht, 
während der Brennpunkt derselben um l vom Scheitel absteht; daher ist 
bekanntlich : 

Nehmen wir in der gleichseitigen Hyperbel mit dem Mittelpunkt d irgend 
ein Paar conjugirter Durchmesser an, welche durch die Asymptoten har- 
monisch getrennt werden und den Winkel d- mit einander bilden; von diesen 
beiden conjugirten Durchmessern schneidet der eine dieselbe in zwei reellen 
Punkten, deren Abstände vom Mittelpunkte gleich A seien; der andere ist 
der Träger einer elliptischen Punktinvolution, deren Potenzpunkte um ein 
gleiches Stück B = A vom Mittelpunkt abstehen, und die bekannten beiden 
allgemeinen Relationen flir conjngirte Durchmesser einer Hyperbel: 

AB%m& = a6, 

wo 2a und 26 die Hauptaxen der Hyperbel bedeuten, nehmen in unserem 
Falle für die gleichseitige Hyperbel die Gestalt an: 

A' = B\ 
A^.%m& = a^ 
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Wir haben also in Folge der obigen Relation: 

A\mi» = U.d. 
Legen wir andererseits auch durch den Punkt di eine Ebene rechtwinklig 
zur Hauptaxe k des Paraboloids, so wird ihre Durchschnittsfigur mit dem- 
selben auch eine gleichseitige Hyperbel sein, welche dieselben Asymptoten- 
Richtungen hat, wie die vorige, also auch dieselben Richtungen der Axen 
und conjugirten Durchmesser, nur mit dem Unterschiede, dass reelle und 
imaginäre Axe mit einander vertauscht sind oder die ganze Hyperbel um 
90** gedreht auftritt; da die Parabeln in den beiden Hauptschnitten des 
Paraboloids ihre Oeffiiung nach entgegengesetzten Richtungen hin haben 
und congruent sind, so müssen auch die beiden gleichseitigen Hyperbeln, 
deren Mittelpunkte d und d^ sind, gleiche reelle Axen haben, von denen 
aber die eine um 90" gegen die andere gedreht erscheint. Die beiden durch 
den Punkt d^ zu dem obigen Paar conjugirter Durchmesser {A^ B) parallel 
gezogenen Geraden sind daher auch ein Paar conjugirter Durchmesser 
der zweiten Hyperbel, doch so, dass die Parallele zu dem reellen Durch- 
messer der einen der Träger einer elliptischen Punktinvolution oder der 
imaginäre Durchmesser der andern ist, und umgekehrt. 

Fassen wir nun die beiden imaginären Durchmesser in diesen beiden 
Hyperbeln auf und bezeichnen ihre Träger mit s und «i, so erkennen wir 
erstens, dass sie conjugirte Strahlen in Bezug auf das Paraboloid sind (denn 
auch die in d und dy auf Ar rechtwinkligen Ebenen sind conjugirte Ebenen) 
und zweitens, dass sie die Träger zweier dem Paraboloid zugehöriger 
elliptischer Punktinvolutionen sind, deren Mittelpunkte d und rf| sind, deren 
Potenz denselben Werth hat (—^^) und deren Potenzpunkte also von d 
und di nach beiden Seiten hin um das Stück A abstehen. Mit diesen 
Punktinvolutionen auf rlen conjugirten Strahlen s und *i liegen aber per- 
spectivisch die Ebeneninvolutionen, welche den Strahlen Si und s in Bezug 
auf das Paraboloid zugehören, und es wird jetzt leicht sein, die Bedingung 
dafOr zu ermitteln, dass diese Ebeneninvolutionen orthogonal werden. Sollen 
die beiden durch «i und die Potenzpunkte auf s gelegten Ebenen recht- 
winklig zu einander sein, so muss der Abstand des Punktes d von «j, d. h. 
ddi oder 2d so gross sein, wie der Abstand des Punktes d von jeder der 
beiden durch die Potenzpunkte zu Sx parallel gezogeneu Geraden, d. h. 
^siut^^ also: 

2d = ^Biui*, 



38 B. Schröter, über ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art, 

und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so hat die zu Si zugehörige Ebenen- 
involution zwei Paare rechtwinkliger Ebenen (denn das eine Paar recht- 
winkliger Ebenen durch Sid und senkrecht darauf ist selbstverständlich con- 
jugirt); die Involution ist also eine orthogonale. 

Mit Berücksichtigung der vorhin ermittelten Relation folgt: 

A ^ 2k 

und 

d = X%m&. 

Hieraus ergiebt sich zunächst die Bestätigung der oben gemachten Annahme 
d<ik, d. h. die Punkte d und rfi müssen zwischen f und /i, den Brenn- 
punkten der Hauptschnitte, symmetrisch zu S liegen und dürfen nicht ausser- 
halb der Strecke ffi angenommen werden; sodann ergiebt sich für einen 
diese Bedingung erflillenden übrigens beliebigen Werth von d der Winkel &, 
den die beiden Strahlen s und «i mit einander bilden, durch die Gleichung 

sin5^ = -j-- Sind umgekehrt die beiden Geraden s und «i, also auch d und 

& gegeben, so liefert dieselbe Gleichung den Parameter k des gleichseitig- 
hyperbolischen Paraboloids, der immer >>^ wird (oder den Parameter der 
beiden Parabeln in den Hauptschnitten); nur in dem oben (5.) behandelten 
Grenzfalle für * = 90'» wird k = d. 

7. Wir wollen nun das gewonnene Resultat nach beiden Seiten hin 
zusammenfassen, indem wir einmal zeigen, wie das Paraboloid construirt 
wird, sobald das Strahlenpaar ssi gegeben ist, und zweitens wie zu einem 
gegebenen Paraboloid alle Strahlenpaare ssi von der verlangten Art ge- 
funden werden. 

a. Sind zwei windschiefe Gerade ssi gegeben, deren kürzester Ab- 
stand 2 (T ist und deren Richtungen den Winkel 3^ mit einander bilden, so giebt 
es ein einziges gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid, für welches ss^ con- 
jugirte Strahlen und die \xen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen 
sind, und welches gleichzeitig der Ort solcher Punkte ist, die von s und Si 
gleich weit abstehen. Dieses Paraboloid kann auf folgende Art construirt 
werden : 

Man construire zuerst diejenige Gerade k, welche auf beiden ge- 
gebenen Geraden gleichzeitig senkrecht steht, alsa den kürzesten Abstand 
zwischen denselben ddi = 2^ enthält. Durch d ziehe man eine Gerade a 
parallel zu Si und durch di eine Gerade a^ parallel zu s; auf den Geraden 
a und Ol ermitteln wir die Punkte pn und piT^i, welche gleichweit von d 
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und dt nach entgegengesetzteii Seiten hin abstehen nnd zwar um das StUck 
A = -=—A 1 d- ^' ^^^ tragen auf s von d ans ein Stück gleich dem kürzesten 

Abstände 2^ ab nnd errichten in dem Endpunkte des abgetragenen Stücks 
ein Perpendikel auf «, welches die Gerade o in dem gesuchten Punkte p 
treffen wird: gleich weit nach der entgegengesetzten Seite hin liegt n ab, 
und ebenso werden pi und n^ auf «i gefunden. Femer nehme man die 
Mitte S zwischen rfrfi, lege durch S eine Ebene rechtwinklig zu &, ziehe 
in derselben zwei Parallele zu s und «i durch den Punkt S und halbire 
deren Winkel und Nebenwinkel durch zwei zu einander rechtwinklige 
Gerade / und g. Die beiden durch die Strahlenpaare Ik und gk gelegten 
Ebenen mögen L und G heissen und die unendlich - entfernte Ebene (ET) 
beziehlich in gr* und f schneiden,' so dass / und gf* in der Ebene L liegen, 
g und r aber in der Ebene G. 

Endlich ziehe man durch einen der vorhin ermittelten Punkte p^ n^ />i, ti,, 
etwa durch p, diejenige Gerade t, welche g und g^ triflft, und diejenige 
Gerade g\ welche / und f triflft, dann erhalten wir das ganze Paraboloid, 
indem wir entweder die eine Regelschaar von Strahlen construiren, welche 
gleichzeitig 

ir r 

treffen oder die zweite Regelschaar von Strahlen, welche gleichzeitig 

9 9 9 
treffen. Statt p hätte man auch einen der anderen Punkte n, p^ , Tig wählen 
können, die aber nicht weiter zur Construction gebraucht werden. 

b. Ist ein gleichseitig -hyperbolisches Paraboloid gegeben, so giebt 
es unendlich viele Paare solcher conjugirter Strahlen in Bezug auf dasselbe, 
welche die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen sind; jedes 
Strahlenpaar hat zugleich die Eigenschaft, dass jeder Punkt des Paraboloids 
von ihnen gleich weit absteht, und solche Strahlenpaare 8$i können auf 
folgende Weise ermittelt werden: 

Die unendlich -entfernte Ebene ET ist Berührungsebene des gleich- 
seitig.- hyperbolischen Paraboloids und schneidet dasselbe in einem recht- 
winkligen Linienpaare Tflf*, deren Schnittpunkt S* der Berührungspunkt 
ist Sei S> der Scheitel des Paraboloids, d. h. derjenige einzige Punkt, dessen 
Berührungsebene rechtwinklig ist zu dem Strahle SS*; die Berührungsebene 
des Paraboloids in S schneidet dasselbe in einem rechtwinkligen Linien- 
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paare lg, deren Schnittpunkt S ist; die Gerade SS^ ist Hanptaxe des Para- 
boloids und heisse k. Legt man durch Ik und gk zwei Ebenen und halbirt 
deren Winkel und Nebenwinkel durch zwei neue zu einander rechtwinklige 
Ebenen, so schneiden dieselben das Paraboloid in zwei Parabeln ^^^ und 
^i^\ deren Brennpunkte f und fi auf der Geraden k liegen und von S nach 
beiden Seiten gleich weit um das Stück i abstehen. Nimmt man auf der 
Axe k zwei von S gleich weit abstehende Punkte d und rfi innerhalb der 
Strecke ffi beliebig an, so dass, wenn der Abstand ddi = 2(J ist, 

ist; legt man ferner durch d und rfi zwei zu k rechtwinklige Ebenen, so 
schneidet jede derselben das Paraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel 
mit den Mittelpunkten d und rfi und der kleinsten Axe 2a, welche aus der 
Gleichung folgt: 

a^ = 4.dL 
Endlich zieht man in einer dieser gleichseitigen Hyperbeln, der mit dem 
Mittelpunkt d, durch letzteren einen Halbmesser 

A = 2i; 
[ein solcher Halbmesser ist immer reell vorhanden, da (y<;^ also 4tl^<C4tV 
oder a^<iA^ und a der kleinste in der Hyperbel vorhandene reelle Halb- 
messer ist; er tritt zweimal auf in symmetrischer Lage; er wird dagegen 
nur einmal vorhanden sein für rf = Ä oder Ä=^a und ist nicht reell für (J>>il]. 

Zu dem Halbmesser A construire man den conjugirten Halbmesser 
(d. h. den zugeordneten vierten harmonischen Strahl zu den beiden mit / 
und g parallelen Asymptoten der gleichseitigen Hyperbel). Die Gerade, 
in welcher dieser conjugirte Halbmesser liegt, der der Hyperbel bekanntlich 
in keinem reellen Punkte begegnet, heisse s; die durch den Punkt rfi zu 
A parallel gezogene Gerade heisse «i, dann bilden s und $x ein Strahlen- 
paar von der verlangten Art. 

Man kann hiemach durch Veränderung des Werthes d zwiefach un- 
endlich viele solcher Strahlenpaare ss^ herstellen, deren kürzester Abstand 
allemal kleiner, höchstens gleich ist dem Abstand der Brennpunkte der- 
jenigen beiden Parabeln, welche die Schnittcurven der Hauptebenen mit 
dem Paraboloide sijid. In diesem Grenzfalle {ß = l) sind die beiden Ge- 
raden 8 und «1 rechtwinklig zu einander gerichtet und nichts anderes, als 
die Leitlinien der Parabeln in den Hauptschnitten (5.). 

Dass es keine anderen Strahlenpaare ss^ von der verlangten Be- 
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Bchaffenheit weiter geben kann, als diejenigen, welche durch unsere Con- 
struction erhalten werden, ist unmittelbar ersichtlich; denn wären ««, irgend 
ein Paar conjugirter Strahlen und zugleich die Axen rechtwinkliger Ebenen- 
Involutionen, welche ihnen in Bezug auf das Paraboloid zugehören, so mtisste 
diejenige Gerade &*, welche ihre unendlich - entfernten Punkte verbindet, 
zur conjugirten Geraden die Gerade k oder ddi haben, welche auf beiden 
gleichzeitig rechtwinklig ist oder den kürzesten Abstand beider enthält. 
Die unendlich - entfernte Ebene £* geht aber durch /r*, folglich muss ihr 
Pol auf k liegen, und da dieser beim Paraboloid selbst im Unendlichen 
liegt, so ist der unendlich-entfernte Punkt von k der Berührungspunkt des 
Paraboloids mit ß*. Hieraus folgt, dass auch der Mittelpunkt S zwischen 
d und dl ein Punkt des Paraboloids sein muss; da er auf k liegt, so geht 
seine Polarebene durch A*, gleichzeitig aber auch durch S selbst; also ist 
die in S errichtete Normalebene auf dem Strahl k die Berührungsebene im 
Punkte iS des Paraboloids, und hieraus folgt, dass S der Scheitel und k die 
Axe des Paraboloids sein muss. Das Strahlenpaar ssi kann also nur ein 
solches sein, wie es unserer Untersuchung (6.) zu Grunde gelegt wurde. 

Eine andere Frage wäre es, überhaupt einen solchen Strahl s zu 
ermitteln, welcher die Axe einer dem Paraboloid zugehörigen orthogonalen 
Ebeneninvolution ist, ohne dass gleichzeitig die dem conjugirten Strahle «, 
zugehörige Ebeneninvolution, welche freilich immer eine elliptische sein 
müsste, auch eine orthogonale zu sein braucht. Doch lassen wir diese 
Frage, welche uns zu weit führen würde, hier unerörtert. 



IL Das orthogonale Hyperboloid*). 

8. Drehen wir um zwei feste windschiefe Gerade / und /i als Axen 
zwei veränderliche Ebenen X und -Yi, so dass dieselben beständig recht- 
winklig zu einander sind und bezeichnen ihre Schnittlinie: 

{X,X,) = g^j 



*) Ich erlaube mir diese abkürzende Bezeichnung für das iii Rede stehende einfache 
Hyperboloid vorzuschlagen, weil die Entstehung desselben diesen Namen rechtfertigt; 
es ist nämlich dieses Hyperboloid der Ort aller Schnittlinien von Ebenenpaaren, die 
rechtwinklig zu einander sind und durch zwei feste windschiefe Axen gehen; auch 
besitzt es die Eigenschaft, dass die Kreisschnitte desselben auf zwei Erzeugenden recht- 
winklig stehen; bei anderen Eigenschaften, welche diese Fläche besitzt, spielt gleich- 
falls, wie wir sehen werden, die Orthogonalität eine besondere Rolle. 
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SO beschreiben X und Jf, zwei projectivische EbenenbUschel, also g^, eine 
Regelschaar auf einem einfachen Hyperboloid. In der That, legen wir 
durch / eine P^bene X, so wird sich durch /i eine Ebene Xi rechtw^inklig 
zu X dadurch construiren lassen, dass wu* zuerst die Richtung ermitteln, 
welche normal zu der Stellung der Ebene X ist; der unendlich - entfernte 
Punkt dieser normalen Richtung sei ^'^^ dann wird die durch li und f" ge- 
legte Ebene die gesuchte X, , d. h. rechtwinklig zu X sein. Bei der Be- 
wegung von X um die Axe / durchläuft nun |* eine Punktreihe auf emer 
bestimmten unendlich-entfernten Geraden //% nämlich derjenigen, welche in 
der Normalebene der Axe / liegt; die Ebenen X und /$* beschreiben aber 
zwei gleiche also projectivische EbenenbUschel, von denen das eine als das 
um 90** gedrehte andere erscheint, folglich ist die von |* beschriebene 
gerade Punktreihe mit dem von X beschriebenen Ebenenbüschel projectivisch, 
also sind auch die Ebenenbüschel: 

1{X) und /, (X|) 
unter sich projectivisch. Ihr P^rzeugniss, der Ort der Schnittlinie {XX^) = g^ 
ist daher eine Regelschaar eines einfachen Hyperboloids, von welchem /und l^ 
ein Paar Erzeugende der anderen Regelschaar sind. Dieses einfache Hyper- 
boloid, welches wir seiner Entstehung gemäss ein orthogoncUes nennen 
wollen, ist von besonderer Art, wie wir sofort erkennen. Legen wir näm- 
lich irgend eine Ebene C normal zu dem Strahle /, so wird auf der durch 
/ gehenden Ebene X sowohl die Ebene X^ als auch die Ebene C recht- 
winklig sein, folglich auch die Schnittlinie {X^C)\ die Ebene C schneidet 
daher die beiden P^benen X und A", ui zwei zu einander rechtwinkligen 
Strahlen, welche durch zwei feste Punkte gehen, die Durchschnittspunkte 
der Strahlen / und l^ mit der Ebene C. Der Ort des Scheitels eines rechten 
Winkels, dessen Schenkel durch zwei feste Punkte laufen, ist aber ein 
Kreis; folglich ist die Durchschnittscurve der P^bene C mit unserem Hyper- 
boloid ein Kreis, und dies gilt ebenso von jeder Ebene C, die normal ist 
zu dem Strahle /, wie von jeder P^bene Ci, die normal ist zu dem Strahle l^. 
Wir können also folgendes Resultat aussprechen: 

Wenn ein diedrischer rechter Winkel sich so bewegt, dtiss seine beiden 
Ebenen sich um zwei feste windschiefe Gerede l und li drehen, so beschreibt 
die Kante des Winkels ein orthogonales einfaches Hyperboloid von der besonderen 
Art, dass die Ebenen der Kreisschnitte rechtwinklig sind zu den beiden Er- 
zeugenden l und li des Hyperboloids. 
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Da bei dem einfacheu Hyperboloid im Allgemeinen keine Erzeugende 
rechtwinklig ist zu einer der Ebenen der Kreisschnitte, so charakterisirt 
diese Eigenschaft eine besondere Art von Hyperboloiden, und wir werden 
sogleich die algebraische Bedingung dafür kennen lernen, dass ein einfaches 
Hyperboloid ein orthogonales sei. 

Wir können das orthogonale Hyperboloid nach dem Vorigen auch 
80 construiren: 

Sind zwei windschiefe Gerade l und l^ gegeben und bewegt man eine 
veränderliche Ebene C, welche denselben in den Punkten p und pi begegnet^ 
so, dass sie beständig rechtwinklig zu l bleibt, dann wird ein über ppi als 
Durchmesser in der Ebene C beschriebener Kreis ein orthogonales Hyperboloid 
erzeugen, von welchem l und l^ zwei Erzeugende derselben Schaar sind. 
Dasselbe Hyperboloid erhält man als Ort einer zweiten Kreisschaar, wenn man 
eine Ebene C, rechtwinklig zu l^ fortbewegt und die gleiche Conslruction ausführt. 

Durch jeden Punkt j der Geraden / geht eine bestimmte Erzeugende 
g^ derjenigen Regelschaar, welcher / nicht angehört; wir erhalten g^ da- 
durch, dass wir durch /,j eine Ebene -Y, legen und durch / eine zu der- 
selben rechtwinklige Ebene X; dann ist die Schnittlinie {XX^) = g^ eine 
Erzeugende dieser Regelschaar, welche durch j geht. Nehmen wir insbe- 
sondere für £ den unendlich - entfernten Punkt p* der Geraden / und legen 
die Ebene durch l^ parallel zu l, so wird die zu dieser rechtwinklig durch 
den Strahl / gelegte Ebene die vorige in einer Geraden g schneiden, welche 
offenbar parallel ist mit l, weil sie durch den unendlich-entfernten Punkt 
von / geht. Ein in dem Schnittpunkte (/,gr) auf der Ebene {hg) enichtetes 
Perpendikel liegt in der Ebene {lg\ steht rechtwinklig auf k und g, folglich 
auch auf / und /,, ist also diejenige Gerade, welche auf den beiden gege- 
benen Strahlen / und /, gleichzeitig rechtwinklig steht oder ihre kürzeste 
Distanz enthält. Machen wir dieselbe Construction in anderer Weise, indem 
wir durch / und den unendlich - entfeniten Punkt p^ des Strahles /i eine 
Ebene legen und eine zweite zu dieser rechtwinklige Ebene durch /j, so 
schneiden sich beide in einer Geraden g^^ welche parallel ist mit /i, und 
der Schnittpunkt (Ig^) wird ebenfalls in derjenigen Geraden liegen, welche 
die kürzeste Distanz der beiden gegebenen Geraden / und h enthält. Da 

nun 

/ parallel g und g^ parallel /^ 

ist, so ist auch die Ebene {Ig^ parallel der Ebene {glx) und die Verbindnngs- 

6* 
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linie der Schnittpunkte (Igi) und (lig) ist zu beiden Ebenen rechtwinklig, 
enthält also sowohl die kürzeste Distanz der beiden gegebenen Strahlen 
/ und /i, als auch diejenige der Strahlen g und gi. 

Die vier Geraden Ihggx^ welche paarweise parallel sind, nämlich / 
und gr, gfi und l^ , und so liegen, dass die Verbindungslinie ihrer Schnittpunkte 
(/^i) und (/,gr) die kürzeste Distanz für beide Paare / und /,, g^ und g ist, 
sind sämmtlich auf dem orthogonalen Hyperboloid gelegen und gehören 
paarweise den beiden Regeischaaren desselben an. Legen wir nun irgend 
eine Ebene C rechtwinklig zu dem Strahl /, so ist dieselbe auch zu g recht- 
winklig; sie schneidet das Hyperboloid in einem Kreise, die vier Strahlen 
ll^gig also in vier Punkten eines Kreises: ppipiQ. In diesem Kreise ist 
ppi ein Durchmesser, und da die Ebene (/gr,) der Ebene (/,gr) parallel ist, 
C aber zu beiden rechtwinklig ist, so schneidet sie beide in parallelen Linien ; 
folglich sind die Sehnen pq und p,qi im Kreise parallel, also ist auch qqi 
ein Durchmesser des Kreises. Wir erkennen hieraus, dass wir an Stelle 
der gegebenen Strahlen / und /i, welche als Axen zweier projectivischer 
Ebenenbüschel auftraten, deren entsprechende Ebenen zu einander recht- 
winklig waren, auch die beiden mit jenen Erzeugenden Parallelen g^ und 
g der zweiten Regelschaar hätten annehmen können, um in gleicher Weise 
dasselbe orthogonale Hyperboloid zu construiren. Also: 

Es lässt sich dctsselbe orthogonale Hyperboloid auf zwei verschiedene 
Arien durch je zwei projecüvische Ebenenbüschel erzeugen, deren entsprechende 
Ebenen zu einander rechtwinklig sind. Die Axen dieser Ebenenbüschel sind 
zwei zu den beiden Kreisschnitten rechtwinklige Erzeugende l und l^ der einen 
Regelschaar des Hyperboloids oder die mit ihnen parallelen Erzeugenden g^ 
und g der andern Regelschaar. 

Die vier Geraden IgUgi bilden ein windschiefes Viereck auf dem 
orthogonalen Hyperboloid, dessen je zwei auf einander folgende Seiten in 
einer Ebene liegen und sich in einem Punkte treffen; die Ebene ist allemal 
die Berührungsebene in diesem Punkte am Hyperboloid, und die beiden 
räumlichen Diagonalen des windschiefen Vierecks sind daher conjugirte 
Strahlen (reciproke Polaren) des Hyperboloids. Nennen wir die Verbindungslinie 
der beiden unendlich-entfernten Punkte p* und p* von / und /, (oder g und gi) : 
p*p7 = ** und die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte: 

('S'm hg) = * 
d. h. die Gerade, welche die kürzeste Distanz der gegebenen beiden Geraden 
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enthält, so wird, weil k und ** conjugirte Strahlen sind und &* ganz in 
ET liegt, k ein Durchmesser des Hyperboloids sein, und da die Berührungs- 
ebenen in den Schnittpunkten desselben mit dem Hyperboloid auf ihm 
rechtwinklig sind, so ist k eine Axe des Hyperboloids und zwar diejenige, 
deren Richtung zusammenfällt mit der gemeinschaftlichen Richtung der 
Stellungen der beiden Kxeisschnittebenen des Hyperboloids. 

Nunmehr ergiebt sich leicht die Bedingung dafür, dass ein einfaches 
Hyperboloid ein orthogonales ist. Bezeichnen wir die Schnittpunkte: 

so ist ppi eine Axe des Hyperboloids, deren Länge wir 

pp, = 2a 

setzen wollen. Die Mitte zwischen ppi ist der Mittelpunkt o des Hyper- 
boloids; eine durch o rechtwinklig zu ppi gelegte Ebene schneidet das 
Hyperboloid offenbar in einer Hyperbel, deren Asymptoten die durch o zu 
/ und gr, gezogenen Parallelen sind. Die Halbirungslinien von Winkel und 
Nebenwinkel zwischen diesen beiden Asymptoten sind die Axen der Hy- 
perbel, von denen die eine reell =26, die andere zwar imaginär ist, aber 
vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Sttlck 
auf einer Tangente im Scheitel, so dass, wenn wir dieses = 2c setzen und 
den Winkel zwischen / und gr, , welcher <C 90" ist, (p nennen, 

wird. Es ist nämlich leicht zu sehen, dass diese ganze Hyperbel in die- 
jenigen Scheitelräume des Asymptotenwinkels hineinfUllt, welche den 
grösseren, über 90*^ betragenden, Winkel bilden. Denn da eine durch ppi 
rechtwinklig zu / gelegte Ebene das Hyperboloid in einem Kreise schneiden 
soll und nothwendig in den ttber 90*^ betragenden Winkelraum zwischen 
den Asymptoten hineinfällt, so haben wir in diesem Winkelraume einen 
Durchmesser, dessen Länge 2a ist. Die Länge des zu diesem conjugirten 
Durchmessers wird durch die Asymptoten abgeschnitten auf der Tangente 
der Hyperbel in dem Endpunkte des ersten Durchmessers; schneidet diese 
Tangente die Asymptote, welche zu / parallel ist im Punkte q, so haben 
wir wegen der bekannten Beziehung zwischen den conjugirten Durch- 
messern der Hyperbel: » 
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und wegen 


der Constanten Potenz der 


Hyperbel : 




a.oq = 


b.c. 


folglich : 


e)'= 


^ c'-b- 


oder: 








1 1 


i 

_^ — - • 



Da nun 2h und 2c, die Hauptaxen der Hyperbel, zugleich die Haupt- 
axen des Hyperboloids in der auf a rechtwinkligen Hauptebene sind, so 
ist dies die Bedingung dafür, dass das Hyperboloid ein orthogonales ist. 

Wir können dieser Bedingung noch eine andere Gestalt geben, wenn 
wir durch die a- und c-Axe eine Ebene legen, welche das Hyperboloid in 
einer anderen Hyperbel schneiden wird und die Asymptoten dieser Hyperbel 
ermitteln. Bezeichnen wir auch hier denjenigen Winkel, in dessen Scheitel- 
räumen diese Hyperbel nicht enthalten ist, durch i//, so haben wir: 

— = tg^ 

c ^S 2 ' 

und die vorige Bedingung abc geht in eine zwischen den Asymptoten- 
winkeln (p und tp über, welche die einfache Gestalt annimmt: 

tg-|- = sm-f. 

Die hieraus sich ergebenden Beziehungen: 

b = c . sm -^ , 

b = a.cos-^ , 

aus denen hervorgeht, dass nicht nur b <ZCy sondern auch b <Ca sein muss, 
lassen auch eine geometrische Deutung zu, die uns hier nicht weiter 
interessirt. 

9. Nachdem wir uns mit den charakteristischen Eigenschaften des 
orthogonalen H3^erboloids bekannt gemacht haben, stellen wir uns die 
Aufgabe : 

Es sind iwei windschiefe Gerade s und Si gegeben; es soll der Ort 
eines Punktes ermittelt werden, dessen Abstände ton s und s^ in einem gegebenen 
Constanten Verhältnisse :iu einander stehen. 
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Zuvörderst lassen sich einige besondere Punkte und gerade Linien 
ermitteln, die dem gesuchten Orte angehören. Wir construiren nämlich 
diejenige Gerade k, welche auf beiden gegebenen s und Si gleichzeitig 
rechtwinklig ist, indem wir einmal durch /i und den unendlich-entfernten 
Punkt p* von / und zweitens durch / und den unendlich-entfernten Punkt 
p* von /, je eine Ebene legen und zu diesen beiden parallelen Ebenen, 
welche sich in den unendlich-entfernten Geraden p*p* schneiden, zwei 
rechtwinklige Ebenen durch / und /, legen, welche sich in der gesuchten 
Geraden k schneiden; den gegebenen Geraden s und s^ begegne k in den 
Punkten d und d^. Sei u das gegebene Abstandsverhältniss, dann giebt es 
auf Ä zwei bestimmte in elementaier Weise zu construirende Punkte p und 
Pi, flir welche: 

pd _ p^d^ 
'" ~ pd, p,d, 

wird ; die Punkte p und pi trennen ddi harmonisch und gehören offenbar dem 
gesuchten Orte an; denn pd und prf, sind die Abstände des Punktes p von 
den gegebenen Geraden s und «, , und sie stehen in dem gegebenen Ver- 
hältniss ,a zu einander. Legen wir ferner durch ks und ks^ Ebenen, so 
giebt es zwei bestimmte in elementarer Weise zu construirende neue Ebenen 
durch ky welche die Eigenschaft besitzen, dass jeder ihrer Punkte von den 
beiden Ebenen ks und ksi Abstände besitzt, die in dem gegebenen Ver- 
hältniss jti zu einander stehen; diese beiden Ebenen werden durch die 
Ebenen ks und ks^ harmonisch getrennt und umgekehrt. Legen wir endlich 
durch den Punkt p eine zu k rechtwinklige Ebene, so schneidet sie die 
beiden zuletzt construirten Ebenen in den Geraden: 

/ und gTi, 

und legen wir durch den Punkt p, eine zweite zu k rechtwinklige Ebene, 
so schneidet sie die vorigen beiden P]benen in den Geraden: 

9 und /, , 

dergestalt, dass sowohl / und gr, als auch g^ und /, einander parallel sind, 
während der Schnittpunkt (/gr,) = p und (gr/,) = p, ist. Die Richtungen von 
/ und /, (oder der mit ihnen parallelen g^ und g) sind aber bestimmt durch 
das gegebene Verhältniss: 

' 8in(/*,) 8in(/j*,) ' 



48 
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es geht nun aus dieser Construction unmittelbar her\'or, dass die vier 
Geraden Uiggi sämmtlich dem gesuchten Orte angehören müssen. 

In der That, denken wir uns (Fig. 1.) in der durch den Punkt p zu 
k rechtwinklig gelegten Ebene {Igi) durch p eine Parallele a zu « und 
eine Parallele o^ zu Si gezogen, so werden aa^ durch /gr, harmonisch ge- 
trennt vermittelst des Sinusverhältnisses ^u. 

Legen wir durch irgend einen 
Punkt E der Geraden / eine Ebene 
normal zu s^ also auch normal zu 
a und möge dieselbe den Strahlen 
s und a in den Punkten p und 
71 begegnen, so wird das Drei- 
eck Tcnp bei n rechtwinklig sein, 
die Seite np = pd haben und die 
Seite in wird der Abstand des 
Punktes j Von o sein. Legen 
wir sodami eine zweite Ebene 
duich denselben Punkt j normal 
zu dem Strahle «i, und trifft die- 
selbe die Strahlen s^ und a^ in 
pi und TTi, so gilt für das Drei- 
eck iTiipi das Analoge, d. h. es 
ist auch bei ttj rechtwinklig, hat 
7iipi= pdi und jTii ist der Ab- 
stand des Punktes j von Oi ; nun 
haben wir aber: 

np __ pd 
~" ~pd, 
8in(/(j) _ 
8in(/flr,) 




folglich : 

np 



= /^; 



= /', 






d. h. die Dreiecke }cnp und j^ipi sind ähnlich, weil sie einen Winkel 
gleich (90^ und die ihn einschliessenden Seiten proportional haben; mithin 
stehen auch die dritten Seiten in demselben Verhältniss zu einander d. h. 



l^P 



l^P^ 



r 9 
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nun sind aber gp und jpi die Perpendikel von dem willküriicb auf / ge- 
wählten Punkte j auf die beiden gegebenen Geraden s und «i, folglich 
gehört der Punkt g dem gesuchten Orte an, und dasselbe gilt offenbar flir 
jeden Punkt der drei übrigen Strahlen liggi. wodurch unsere vorige Be- 
hauptung bestätigt ist. 

10. Aus den vier besonderen Geraden lliggi^ deren Punkte den 
Forderungen der Aufgabe genügen, können wir nun den gesammten Ort 
der gesuchten Punkte ermitteln, indem wir durch Ihggi ein orthogonales 
Hyperboloid (8.) legen; d. h, drehen wir um / und /, (oder was nach (8.) 
auf dasselbe hinausläuft, um g^ und g) zwei zu einander rechtwinklige 
Ebenen, so beschreibt die Schnittlinie derselben g^ eine Regelschaar dieses 
Hyperboloids, dessen Punkte die Eigenschaft besitzen, dass das Ver- 
hältniss ihrer Abstände von den gegebenen beiden Geraden s und «i den 
gegebenen Werth fi hat. 

Wir haben nämlich (Fig. 1) durch p die beiden Geraden a und ö, 
zu s und «1 parallel gelegt und daher in einer zu k rechtwinkligen Ebene 
die vier harmonischen Strahlen oa^gj wegen der Gleichheit der Verhältnisse: 

8iD(/g) ^ Bin (1^,(7) ^^ 

8in(/(7,) 8in(p,(j,) ' ' 

ziehen wir noch durch p einen Strahl y, parallel zu g^, und verbinden y^ 
mit o öl Igi durch Ebenen, so erhalten wir einen Büschel von vier harmonischen 
Ebenen. Da aber die Ebene y^^i parallel ist der Ebene gji und die 
Ebene y^l zusammenfilllt mit der Ebene gj^ endlich die Ebenen gj und gji 
zu einander rechtwinklig sind nach unserer Construction , so werden auch 
die Ebenen y^l und y^gi zu einander rechtwinklig sein; sobald aber von 
vier harmonischen Ebenen zwei zugeordnete zu einander rechtwinklig sind, 
halbiren sie die Winkel zwischen den beiden andern zugeordneten; folg- 
lich sind die Ebenen y,/ und y^^i die Halbirungsebenen der Neigungs- 
winkel zwischen den Ebenen y^ a und y, Oi. Bekanntlich verhält sich aber, 
wenn man in einem Dreikant y^^ötTi den Neigungswinkel an einer Kante 
y, durch eine Ebene halbirt, welche die gegenüberliegende Ebene des 
Dreikants in einer Geraden / schneidet: 

8iD(yxg) __ 8in(/(7) 
8in(y*äj ~" 8in(/(7j ' 

folglich hat nach dem Vorigen auch das Verhältniss ^]^^^'^^ den Werth ^, 
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und da den Strahlen y^^^Oi bezieblich parallel laufen die Strahlen g:gSSij bo 
haben wir zwischen den Richtongen derselben die Bedingung gefunden: 

d. h. die Eneugendef^ g^ einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids 
verändern ihre Richtung dergesttüt, dass das Sinusverhältniss der Winkel^ 
welche ihre Richtung mit den beiden festen Richtungen von s und Si bildet, 
den Constanten Werth /t behält. 

(Dass dasselbe auch für die Erzeugenden l^ der andern Regelschaar 
gilt, braucht nicht besonders nachgewiesen zu werden, da die Erzeugenden 
der beiden Regeischaaren paarweise parallel laufen.) 

Nehmen wir jetzt irgend eine Erzeugende g^ der einen Regelschaar, 
so wird dieselbe den beiden Erzeugenden / und l^ der andern Regelschaar 
in den Punkten a und b begegnen; diese besitzen, weil sie auf den Geraden 
/ und /i liegen, wie oben (9.) bewiesen wurde, die Eigenschaft, dass ihre 
Abstände von s und *, in dem gegebenen Verhältniss fi zu einander stehen. 
Seien also aa und 6b die Perpendikel aus a und b auf s und aai, hhi die 
Perpendikel aus a und b auf «i, so wird sein: 

aa bb 



= ."; Tir^^'i 



ferner wird, wenn wir durch a eine Parallele a zu « und eine Parallele o^ 
zu Sy ziehen, auch 

8ip(yx<y) ^ 

8in(9,(7,) ^ 
sein. 

Eine Normalebene durch 6 zu dem Strahle s gelegt, muss offenbar 
durch 6 gehen und wird den Strahl amß treffen ; ebenso wird eine Normal- 
ebene durch 6 zu dem Strahle «, gelegt, durch bi gehen und den Parallel- 
strahl 01 in /?i treffen. Zu diesen beiden Ebenen sind offenbar auch a und 
(Ti Normalen, weil sie zu s und *i parallel sind, folglich sind bß und b/9 
rechtwinklig zu a, hß und b6 rechtwinklig zu s u. s. w. 

Wir haben nunmehr: 

bß = a6.sin(^,a), 
b/i = aa, 

gg _ __ ^b_ 6b _ 
aa^^^'-Ab/ 6b. -'"^ 
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und 



bß __ ainO^g) _ 



Fig. 2. 



8in(^^(j,) 



= .^; 



folglich : 

bß : ßh : 66 = 6/9, : ßA : h^b, 
d. h. die beiden Dreiecke bßh 
und bßiii sind ähnlich, weil ihre 
Seiten proportional sind. Aus 
der Aehnlichkeit der Dreiecke 
folgt aber die Gleichheit der 
Winkel, nämlich: 

/Lbßb = ^ bßfi, 
oder, was dasselbe ist, die 
Gleichheit der Neigungswinkel 
der Ebenen: 

weil der Neigungswinkel zwi- 
schen den beiden Ebenen, welche 
durch as und durch ag, gelegt 
werden, dem ebenen Winkel hßb 
gleich ist, da a Normale zu der Ebene ißb ist 

Nehmen wir nunmehr auf dem Strahle, gr, einen beliebigen Punkt x 
an (Fig. 2.) und legen durch ihn eine Normalebene zu «, welche den Strahlen 
s und a iü j und S begegnet, und eine Normalebene zu «i , welche die Strahlen 
8i und Ol in ii und ^i trifft, dann leuchtet unmittelbar ein, dass auch die 
Dreiecke: 

xSi und xSih 

einander ähnlich sein mttssen, weil sie zwei Seiten proportional und den 
von ihnen eingeschlossenen Winkel gleich haben; es ist nämlich: 

f j = aa^ xS = aa?.sin(y^a), 

^iEi = öCli, a?f, = oa?.sin(5r^(7,), 
also 




und 






l^l^X = ^li^xX, 



= .", 
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weil diese ebenen Winkel den Neigungswinkeln 

resp. gleich sind. 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt nun auch die Proportio- 
nalität des dritten Seitenpaars: 

und da a?j und xji nichts anderes sind, als die Perpendikel aus dem Punkte 
X auf die beiden Strahlen s und «i, so haben wir das Resultat: 

Jeder Punkt des orthogonalen Hyperboloids besitzt die Eigenschaft, 
dass seine Abstände ton den beiden festen Geraden s und s^ in dem gegebenen 
Verhältniss ,u au einander stehen. 

Aber auch umgekehrt lässt sich zeigen, dass es weiter keine Punkte 
im Räume giebt, die der Forderung der Aufgabe genügen, als diejenigen 
unseres orthogonalen Hyperboloids, denn die Umkehrung unserer vorigen 
Schlussfolgerung ist zulässig. Wir haben gezeigt: Wenn eine Gerade g^, 
welche die Strahlen / und /, triflft, eine solche Richtung hat, dass das Ver- 
hältniss ^ , "" { den Werth u besitzt, dann gentlgt jeder Punkt x von ihr 

der Forderung der Aufgabe. Ebenso gilt das Gegentheil: Wenn eine Ge- 
rade g^,, welche die Strahlen / und /i trifft, eine solche Richtung hat, dass* 

M 

das Verhältniss . / \ - einen von .a verschiedenen Werth hat, dann genügt 

sm(^^jf«,j 

kein Punkt von ihr der Forderung der Aufgabe, ausser den beiden Punkten, 
in welchen sie / und /i trifft. Der Beweis hierfür ist aus dem Vorigen er- 
sichtlich. Hieraus folgt aber, dass, wenn eine Gerade g^,, welche / und /j 
in a und b trifft, noch irgend einen dritten Punkt besitzt, welcher der 
Forderung der Aufgabe genügt, dann dasselbe für alle Punkte der Fall ist 
und sie der vorigen Regelschaar angehört. Gäbe es nun irgend einen 
Punkt X im Räume, welcher der Forderung der Aufgabe genügte, so könnten 
wir durch ihn immer eine Gerade ziehen, welche / und /i in Punkten 
a und b träfe, und wir hätten dann auf ihr drei Punkte, welche der Forde- 
rung der Aufgabe Genüge leisteten, folglich müsste sie eine Erzeugende g^ 
sein ; es giebt also keine anderen Punkte als die des Hyperboloids, welche 
die Forderung der Aufgabe erfüllen. 

Nunmehr können wir das gewonnene Resultat so aussprechen: 
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Der Ort sämmtticher Punkte im Raumes für welche das Verhältniss 
ihrer Abstände eon zwei festen windschiefen Geraden ssi einen gegebenen con- 
stanten Werth fi hat, ist ein orthogonales Hyperboloid^ welches auf folgende 
Weise construirt wird: 

1) Man construire diejenige Gerade ä, welche auf beiden gegebenen 
s und Si gleichzeitig rechtwinklig ist und ihnen in den Punkten d und di 
begegnet; auf der Geraden k bestimme man diejenigen beiden Punkte p 
und />i, deren Abstände von d und rfi (absolut genommen) in dem gegebenen 
Verhältniss .a zu einander stehen und welche ddi harmonisch von einander 
trennen : 

pd p^d 



2) Auf der unendlich - entfernten Geraden Ä*, welche die beiden 
unendlich-entfernten Punkte p* und pf von s und s^ mit einander verbindet, 
bestimme man diejenigen beiden unendlich - entfernten Punkte ti* und Tif, 
welche solche zwei Richtungen bestimmen, dass die Winkel zwischen den- 
selben den Bedingungen genügen: 

8in(p"^°°) _^^_ 8in(p-.iT) . 
8in(p>*) ""' 8in(p>*) ' 

verlegt man diese vier Richtungen in eine und dieselbe Ebene,. so werden 
die Strahlen nach p* und pf durch die Strahlen nach ti* und ti* harmonisch 
getrennt vermittelst des gegebenen Sinusverhältnisses. 

3) Man zielie die Verbindungslinien: 

(;>7i*) = /, {pi7i")^g, 

{p^^i) = 9i^ {Pi^7) = li, 

und lege durch diese vier Strahlen ein orthogonales Hyperboloid, indem 
man entweder um / und A oder um g und g^ zwei zu einander recht- 
winklige Ebenen dreht, deren Schnittlinie je eine Regelschaar des Hyper- 
boloids beschreibt 

11. Die umgekehrte Aufgabe: „Wenn ein orthogonales Hyperboloid 
gegeben ist, ein solches Strahlenpaar ssi zu ermitteln, dass die Abstände jedes 
Hyperboloidpunktes von den beiden Strahlen in einem gegebenen constanten, Ver- 
hältnisse zu einander stehen'^, lässt sich folgendermassen lösen, indem wir 
annehmen, dass der Werth des gegebenen Verhältnisses von 1 verschieden ist. 

Die Kreisschnitte des gegebenen orthogonalen Hyperboloids sind, 
wie wir (8.) gesehen haben, rechtwinklig zu den Richtungen zweier be- 
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stimmten Paare von parallelen Erzeagenden aus den beiden Regelschaaren 
des Hyperboloids; das eine Paar paralleler Erzeugender sei / und g^ du 
andere g^ und /i, während / und l^ der einen, g und g^ der andern Regel- 
schaar angehören und die Schnittpunkte: 

bezeichnet werden, die unendlich-entfernten Punkte der parallelen Geraden- 
paare aber 

heissen sollen. 

Bezeichnen wir endlich die Verbindungslinien: 

PPi = k, 

OD X «30 

71 Tii = * , 

SO wissen wir aus dem Früheren (8.)) dass k und k^ conjugirte Strahlen 
in Bezug auf das Hyperboloid sind und k diejenige Hauptaxe desselben 
ist, durch welche zwei Kreisschnitte gehen. 

Um nun ein solches Strahlenpaar ssi zu ermitteln, dass die von 
jedem Punkte x des Hyperboloids auf s und Si herabgelassenen Perpendikel 
arj und a?gi in einem gegebenen Verhältnisse: 

/Li = — 

ZU einander stehen, bestimmen wu' zuerst auf der Geraden k oder ppi zwei 
solche zugeordnet -harmonische Punkte dd^ dass die gegebenen Punkte p 
(und pi) Abstände von ihnen haben, deren Verhältniss den gegebenen Wertb 
u besitzt Hierzu können wir, ohne die Allgemeinheit der Auflösung zu 
beschränken, fi in die Grenzen und 1 einschliessen : 

0</z<l; 

denn da die Punkte ppi und rfrfi einander harmonisch trennen, so wird einer 
der letzteren innerhalb, der andere ausserhalb der Strecke ppi liegen; 
nennen wir d den Punkt zwischen ppi und sei o die Mitte zwischen pp^^ 
so ist die geforderte harmonische Bedingung mit Rücksicht auf die Ricbtong 
der Strecken: 

pd, • p,d, 
und einer Veränderung von u in — entspricht eine Vertauschung von d 
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und dl , einer Veränderung von ,a in — u entspricht eine Vertauschung von 
p und pi] wir können also alle anderen ausserhalb des Intervalls 

0<At<l 
liegenden Werthe von fi erhalten durch eine blosse Vertauschung von d 
und dl und von p und pi ; geometrisch ist die Beschränkung von fi auf das 
Intervall bis 1 gleichbedeutend mit der Annahme des Punktes d innerhalb 
der Strecke op. Wir werden sogleich erkennen, dass zur reellen Lösung 
der Aufgabe fi auf ein noch kleineres Intervall beschränkt werden muss. 
Um nun die Punkte d und rf, aus den Bedingungen: 

dp ^^^ Pjd 
P^i ' Pi^i 
zu finden, bemerken wir, dass aus ihnen folgt: 

_^-l4.a ^^t ^1 » P^i ^ *— /^ _ dp p,p _ 2 

pd, ^"^' ^ p,d, ^' p,d, i + fi - p,d ' p,d i + fi ^ 

und da 

ist, so folgt: 



und 



Pid = PiO{l+fi\ 
dp = opil-u) 



prfi = op(y-l), Pid,^p,o{—+l), 
woraus sich ergiebt: 

od = /A.OPf 

odx = op. 

Da nun fi und die Punkte ppi , also auch die Mitte o zwischen ihnen 
gegeben sind, so sind die Punkte d und di hierdurch in einfachster Weise 
bestimmt; da < .^ <r 1, so liegt d zwischen op, und rfi ausserhalb op auf 
der über p hinaus in der Richtung von op verlängerten Hälfte der unendlich- 
langen Linie. 

Zweitens müssen wir auf der unendlich-entfernten Geraden Ar*, welche 
die unendlich - entfernten Punkte n^ und Tif der bekannten Geraden / und 
gi verbindet, zwei solche Punkte p* und p* bestimmen, welche jene har- 
monisch trennen und deren Richtungen Winkel mit einander bilden, fQr 
welche die Sinus in dem gegebenen Verhältniss zu einander stehen, d. h. 
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Es wird nun zweckmässig sein, dass wir die Richtungen der unendlich-eilt- 

fernten Punkte durch Strahlen ersetzen, die von einem beliebig gewählten 

Mittelpunkt aus nach ihnen hingehen; die Frage gestaltet sich dann so: 

Die von zwei gegebenen Strahlen / und g^ gebildeten Winkel sollen durch 

zwei gesuchte Strahlen a und a,, die durch den Schnittpunkt der ersteren 

gehen, so getheilt werden, dass das Sinusverhältniss : 

8in(/<T) __ 

8m(7ö. ~" '^ 
wird. Diese elementare Aufgabe lösen wir am kürzesten, indem wir uns 

der bereits construirten Punkte ddi auf der Geraden ppi bedienen und in 

einer beliebigen durch ppi gelegten Ebene operiren. Legen wir nämlich 

in einer solchen Ebene über die Sehne pp, einen Kreis, flir welchen der 

der Sehne ppi zugehörige Peripheriewinkel gleich ist dem von den gegebenen 

Strahlen Igi gebildeten Winkel y, und schlagen wir um o mit dem Radius 

rf, einen zweiten. Kreis, welcher den vorigen in den Punkten PF schneidet, 

so werden die vier harmonischen Strahlen: 

Pp = X, Ppi = y„ Po = a, PF=o, 

' die verlangte Eigenschaft; besitzen, dass einmal die Strahlen l und )^i den 
gegebenen Winkel (Igi) = q) einschliessen und zweitens das Sinusverhältniss 

8in(A(j,) 



= fi 



wird. 



Fig. 3. 



In der That (Fig- 3) es ist: 
8in(^(j) __ op 

und da 

oP = od, 

ist, 

8iD(A(j) _ op _ 

8in(^(j,) "^ od^'^ 

m 

Es bleibt aber noch Übrig, die 
Möglichkeit und die Mehrdeutig- 
keit der Lösung zu discutiren. 
Was die letztere betriffi, so ent- 
sprechen die zwei Lösungen 
(flir P und F) , welche die Aufgaber im Allgemeinen zulässt, nur einer Ver- 
tauschung der Strahlen l und y, (oder / und gr,), was in der Natur der 
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Anfgabe begründet ist. Ob aber die Lösung immer möglich ist, hängt davon 
ab, ob die beiden constmirten Kreise sich schneiden oder nicht, and ersteres 
ist nur der Fall, wenn 

tg|-</^<ctg^ 

ist. Da fi zwischen und 1 liegen soll, so müssen wir für cp denjenigen 
Winkel zwischen den beiden Strahlen / und gr, wählen, der < 90" ist, was 
auch mit der in 8. gemachten Voraussetzung ttbereinstimmt. Dann ist die 

zweite Ungleichung /^<ctg^ eo ipso erfüllt, und es bleibt nur die eine 

Bedingung übrig: 

/^>tg|-, 

welche erfüllt werden muss, wenn es reelle Strahlen aa^ geben soll. Dieser 
Bedingung lässt sich eine sehr anschauliche geometrische Bedeutung ab- 
gewinnen. Erinnern wir uns nämlich der geometrischen Bedeutung von q) 
für das orthogonale Hyperboloid, welche in 8. erwähnt wurde, so haben wir: 

und (p war der Asymptotenwinkel «90") in derjenigen Hyperbel des 
Hauptschnittes, dessen Ebene rechtwinklig zur Axe ppi (= 2a) ist. Zwischen 
den Hauptaxen des orthogonalen Hyperboloids besteht aber die Beziehung (8.) 



folglich wird: 






^^2 a ' 



2a und 26 sind die Hauptaxen in der Ellipse, welche einen Hauptschnitt 

des Hyperboloids bildet, und ]-ä^ — b^ ist (da b < a) der Abstand eines Brenn- 
punkts vom Mittelpunkt dieser Ellipse, d. h. von dem Punkte o. Bezeichnen 
wir also die Brennpunkte der P^Uipse des Hauptschnitts durch f und F, so ist : 

tff ^ = -""^ 

^^ 2 op 

und iii = — ; die vorige Bedingung geht also in die einfachere über: 

od > o/; 
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d. h. der Punkt d darf nur sswischen Brennpunkt und ssugehörigem Scheitel 

der Ellipse liegen, welche einen Hauptschnitt des orthogonalen Hyperboloids bildet. 

Hieraus folgt, wenn wir /i und F, die Brennpunkte der Hyperbel 

nennen, welche ein Hauptschnitt ist und deren reelle Axe mit der grösseren 

Axe der Ellipse (2a) coincidirt, dass rf| nur zwischen p und /i liegen kann; 

dass also das Punktepaar f und f ein besonderes Paar d und di bildet, 

welches eine Grenze statuirt, die nicht überschritten werden darf, d. L die 

Strecke ddi muss ganz innerhalb der Strecke ffi liegen (oder auf der andern 

Seite zwischen FF^). Denn es geht aus der Bedingung für das orthogonale 

Hyperboloid unmittelbar hervor, dass ff^ durch ppi harmonisch getrennt 

werden, weil 

of.ofi = op\ 
A. h. 

ya'-b'^ä' + c' = a' 
ist. Wir bemerken noch, dass auch der Winkel &, welchen die gesuchten 
beiden Strahlen a und a, mit einander bilden, leicht durch die gegebenen 
Grössen ^ und q) ausgedrückt werden kann. Drücken wir nämlich die 
Fläche des Dreiecks Ppp^^ in doppelter Weise aus, so folgt: 

2. op.oF. sind = Pp.Ppi.euKp. 
Es ist aber: 



und: 



folglich : 



und da 



ist, so folgt: 



oP = Orfi 

Pp^+Pp] = 2od', + 2op^=:4:op'+2Pp.Pp,.coB(p 

^ ' = ctffg).smid, 

2.od^.op o^ ^ 

op = jLt.odi 



tgy = mid-. 



2(1 

Aus dieser Relation ergiebt sich ebenfalls, wenn sinid<;l, also 9 ein reeller 
Werth sein soll, die vorhin gefundene Bedingung: 

^>tg|-- 

(Zur Construction von & würde sich am besten die aus der vorigen Gleichung 
folgende Beziehung: 

did.tgq) = ppi.Bm& 
eignen.) 
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Nachdem wir die Strahlen o nnd a^ iu einer beliehigen durch die 
Hauptaxe h des Hyperboloids gelegten Ebene constroirt haben, verlegen 
wir sie in die durch die beiden Strahlen / und gi bestimmte Ebene und 
erhalten dadurch die gesuchten unendlich-entfernten Punkte p* und p*, nach 
welchen die Strahlen a und Oy hingehen. Dass dies in doppelter Weise 
geschehen kann, ist oben bemerkt worden; da aber die eine Lage nur die 
symmetrische der andern ist in Bezug auf die Strahlen / und g^ , so brauchen 
wir nur eine dieser Lagen in's Auge zu fassen. Die von uns in der an- 
gegebenen Weise construirten vier Punkte rfrfi^j^p* sind die Pocken eines 
Polartetraeders in Bezug auf das Hyperboloid, denn dd, und p*^)^ liegen 
auf zwei conjugirten Strahlen k und ä* des Hyperboloids und sind selbst 
conjugirte Punktpaare, weil sie harmonisch getrennt werden durch die Schnitt- 
punkte mit dem Hyperboloid ppi und 71*71*. Von diesem Polartetraeder 
sind mithin auch die beiden übrigen Paare von Gegenkanten conjugirte 
Strahlen in Bezug auf das Hyperboloid. Dieselben unterscheiden sich aber 
wesentlich von einander dadurch, dass das eine Paar Gegenkanten dem 
Hyperboloid in reellen Punkten begegnet, das andere nicht. In der 
That, eine durch d und Ä* gelegte Ebene schneidet das Hyperboloid in 
einer Hyperbel, deren Asymptoten zu / und g, parallel sind, und da aa^ 
durch Igi harmonisch getrennt werden, so sind aa^ conjugirte Durchmesser 
der Hyperbel, von denen der eine nothwendig ihr in reellen Punkten, der 
andere nicht begegnet. Ebenso ist die Schnittcurve einer durch rf| und 
** gelegten Ebene mit dem Hyperboloid eine Hyperbel, welche Asymptoten 
hat, die zu / und g^ parallel laufen, und hier haben die mit den vorigen 
parallelen Theilstrahlen aoi dieselbe Eigenschaft. Von diesen beiden Hy- 
perbeln, deren Asymptoten parallel sind und die Winkel y «90*^) und 180"— y 
(> 90'*) mit einander bilden, wird die eine ganz in den beiden Scheitelräumen 
des Winkels y, die andere ganz in den Nebenscheitelräumen, d. h. denen 
des Winkels 180"— y enthalten sein; denn eine Ebene, welche durch h 
rechtwinklig zu / gelegt wird, muss das Hyperboloid in einem Exeise 
schneiden,- dessen Durchmesser pp^ ist, und die Ebenen der beiden Hyperbeln 
in zwei Geraden, welche in d und rfj auf der zu / parallelen Asymptote 
senkrecht stehen; diese beiden Geraden fallen also nothwendig in den 
Winkelraum 180"— y und von diesen beiden Geraden hat die eine, durch 
d gehende, weil d innerhalb des Kreises (zwischen pp,) liegt, reelle Schnitt- 
punkte mit dem Kreise, also auch mit der Hyperbel, die andere, durch di 

8* 
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gehende, weil di ausserhalb des Kreises (ausserhalb ppi) liegt, keine reellen 
Schnittpunkte mit dem Kreise, also auch keine mit der Hyperbel. Die erste 
Hyperbel, deren Mittelpunkt d ist, wird daher ganz in den Scheitelräumen 
des Winkels 180"— y und die andere Hyperbel, deren Mittelpunkt d, ist, 
wird ganz in den Scheitelräumen des Winkels cp enthalten sein. Die Ge- 
raden rfp* und dp^ theilen aber harmonisch die Winkel zwischen den 
Asymptoten, und rfjp* und rf|p* sind mit ihnen beziehungsweise parallel; 
wenn also der Strahl dp* in den Winkelraum (y) Mit, so muss dpi^ also 
auch rf,pr in den Winkelraum (180"— y) hineinfallen. Von den betrachteten 
zwei Paaren von Gegenkanten unseres Polartetraeders muss also das eine 
dem Hyperboloid in reellen Punkten begegnen, das andere nicht (Wir 
hätten uns diese etwas umständliche Discussion ersparen können, wenn wir 
die allgemeinen Eigenschaften des räumlichen Polarsystems als bekannt 
hätten voraussetzen wollen.) Was nun das erste Paar anbetrifft, so ist klar, 
dass für diese Geraden das Abstandsverhältniss der Hyperboloidpunkte keinen 
Constanten Werth haben kann, denn da ein Punkt des Hyperboloids, auf 
dem einen Strahl selbst liegt, also von ihm den Abstand hat, so miisste 
sein Abstand von dem andern auch sein, d. h. die beiden Gegenkanten 
müssten sich treffen, was factisch nicht der Fall ist. Es bleiben also nur 
die zwei Gegenkanten des Polartetraeders übrig, welche dasselbe nicht 
treffen, und diese sind die gesuchten Strahlen ssi^ welche die vorgelegte 
Aufgabe lösen; denn construiren wir umgekehrt fttr sie den Ort der Punkte, 
welche von s und *, Abstände besitzen, deren Verhältniss den gegebenen 
Werth fi hat, so erhalten wir das ursprünglich gegebene Hyperboloid. 

Für einen gegebenen Werth /ti giebt es überhaupt nur dann ein 
Strahlenpaar asi von der verlangten Beschaffenheit, wenn 

/^>tgf 

ist, wo (p den Wmkel « 90") bedeutet, welchen die Ebenen der beiden Kreis- 
schnitte des Hyperboloids mit einander bilden. Nennen wir diejenige Haupt- 
axe des orthogonalen Hyperboloids, durch welche die beiden Kreisschnitte des- 
selben gehen, dieo-Axe, diejenige darauf rechtwinklige, welche das Hyperboloid 
in reellen Punkten trifft, die 6-Axe imd die dritte auf beiden rechtwinklige, 
welche das Hyperboloid nicht trifft, die c-Axe, so dass in den Hauptebenen 
die Schnittcurve mit der o6-Ebene eine Ellipse mit den Brennpunkten f 
und F, welche auf der a-Axe liegen, die Schnittcurve mit der ac-Ebene 
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eine Hyperbel wird mit den Brennpunkten /i und Fi, welche in derselben 
a-Axe und den gleichen Scheiteln zunächst liegen — dann wird das Strahlen- 
paar ssi die a-Axe in zwei solchen Punkten d und rf| treffen, welche inner- 
halb der Strecken ffi oder FFi liegen, und harmonisch getrennt werden 
durch die der Ellipse und Hyperbel gemeinschaftlichen Scheitel, und durch 
diese Punkte rfrfi werden beziehlich die Strahlen ss^ rechtwinklig zur a-Axe 
in gewissen Richtungen (a a^) gehen. Wie die Punkte ddi und die Richtungen 
oö^ gefunden werden, ist oben gezeigt worden. 

Ist aber ein solches Strahlenpaar ssi gefunden, so gehören allemal 
zu demselben Werthe ,a noch drei andere Strahlenpaare, die wir erhalten, 
indem wir einmal von dem ersten Strahlenpaar das Spiegelbild in Bezug 
auf die ac-Ebene (oder a6-Ebene) nehmen und dann von beiden Strahlen- 
paaren die Spiegelbilder in Bezug auf die 6c-Ebene nehmen. Es gehören 
also zu einem und demselben Werthe von fi allemal eier Strahlenpaare *«,. 
Verändern wir denWerth von ^, so verändern sich sowohl die Treffpunkte 
rfrfi , aber nur innerhalb der Strecken ffi und FFi , welche selbst die Grenze 
bilden, als auch die Richtungen von ssi , welche den Winkel & mit einander 
bilden, aber unverändert bleibt nach dem Vorigen das Verhältniss: 

d,d . bc ^ ^ 

= pp,.ctg(p=:-- = f,f. 



Hierdurch ist die vorgelegte Aufgabe vollständig gelöst. * 

In dem besonderen Grenzfall, wenn d nach f und rfi nach /i geht, 

wird u = tgY ^^^ ^^r ^^^^ ermittelte Werth von ^=90*^; die Richtungen 

von a und a^ werden nach der obigen Construction die Halbirungsrichtungen 
von Winkel und Nebenwinkel zwischen den Strahlen / und g^,, d. h. die 
Richtungen der 6- und c-Axe; die Strahlen s und Si fallen also in die 
ac-Ebene und a6 -Ebene und werden die den Brennpunkten f und fi zu- 
gehörigen Leitlinien der Ellipse und Hyperbel in den Hauptschnitten. Wir 
haben also folgenden besonderen Satz: 

In einem orthogonalen Hyperboloid gehen durch diejenige Hauptaxe, 
durch u)elche die beiden Kreisschnitte gehen, zwei Hauptschnitte: eine Ellipse 
und eine Hyperbel, welche dieselben zwei Scheitel haben. Die beiden einem und 
demselben Scheitel zunächst liegenden Leitlinien eon Ellipse und Hyperbel 
gehen zugleich durch die diesen Leitlinien zugehörigen Brennpunkte und bilden 
ein solches besonderes Sirahlenpaar «"«V, für welches die Abslände eines jeden 
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Hyperboloidpunktes eon ihnen in constantem Verhältnisse (^ — j zu einander 

stehen. 

12. Die Strahlenpaare «*,, welche wir im Vorigen ermittelt haben, 
besitzen noch eine zweite von der metrischen Eigenschaft des constanten 
Abstandsverhältnisses wesentlich verschiedene und flir das orthogonale Hyper- 
boloid charakteristische Eigenschaft, zu der wir gelangen, wenn wir die 
diesem Paare conjugirter Strahlen zugehörigen Punkt- und Ebeneninvolutionen 
in Bezug auf das Hyperboloid aufsuchen. Da im räumlichen Polarsystem 
allemal die Punktinvolution eines Strahles perspectivisch liegt mit der 
Ebeneninvolution des conjugirten Strahles, so sind in unserem Fall, weil 
die Strahlen ss^ keinen Punkt des Hyperboloids enthalten, beide Punkt- und 
beide Ebeneninvolutionen elliptisch, und da die letzteren mit den ersteren 
perspectivisch liegen, so brauchen wir nur die Potenzpunkte der ersteren 
zu ermitteln, weil die Mittelpunkte dieser Punktinvolutionen offenbar die 
Punkte d und rfi sind, deren conjugirte Punkte im Unendlichen liegen. 

Wenn wir uns durch die Punkte d und di zwei Ebenen D und D^ 
rechtwinklig zu der a-Axe des Hyperboloids gelegt denken, so sind die 
Durchschnittsfiguren derselben mit dem Hyperboloid zwei Hyperbeln, deren 
Mittelpunkte d und rf, sind und deren Asymptoten diejenigen Geraden sind, 
welche durch d und rfi parallel mit / und gi gezogen werden können. Wenn 
wir, wie dies bisher geschehen ist, den spitzen Winkel «90*'), welchen 
die Strahlen / und g^ mit einander bilden, durch ip und den stumpfen Winkel 
O>90") durch 180"— 9) bezeichnen, so liegt, wie dies ebenfalls oben nach- 
gewiesen ist (11.)? die Hyperbel der Ebene D ganz in den Scheitelräumen 
des stumpfen Winkels. (180"— y) und die Hyperbel der Ebene D^ ganz in 
den Scheitelräumen des spitzen Winkels (y). Wir können diese beiden 
Hyperbeln vollständig bestimmen, d. h. ihre Axen angeben, wenn wir noch 
eine Hülfsebene legen durch die a-Axe rechtwinklig zu der Asymptote l; 
diese Ebene schneidet das Hyperboloid in einem Kreise, dessen Durchmesser 
2a ist, die Ebenen D und /), in zwei Geraden, welche in den Punkten d 
und cfi auf dem Kreisdurchmesser 2a rechtwinklig stehen. Die erste dieser 
Sehnen schneidet den Kreis in zwei reellen Punkten und habe die Länge 
2Qy die andere, deren Mittelpunkt di ist, schneidet zwar den Kreis nicht in 
reellen Punkten, hat aber in Bezug auf den Kreis eine ihr zugehörige 
elliptische Punktinvolution, deren reelle Potenzpunkte von dx gleich weit 
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um das Stttck Qi abstehen. Die Längen g und Qi wollen wir sogleich be- 
stimmen; vorher aber drücken wir durch dieselben die Axen der in den 
Ebenen D rind Di befindlichen Hyperbeln aus; die 6c -Ebene des Hyper- 
boloids schneidet nämlich auch in einer Hyperbel, welche denselben 
Asymptotenwinkel, wie die Hjrperbel der Ebene D hat, und denken wir uns 
noch in der 6c- Ebene die conjugirte Hyperbel ergänzt, so hat dieselbe 
gleiche Asymptotenwinkel mit der Hyperbel^er Ebene Di] folglich sind 
die beiden Hyperbeln in D und Di ähnlich und ähnlich - liegend mit der 
Hyperbel in der 6c -Ebene und ihrer conjugirten Ergänzungshyperbel; die 
Ebene des Kreisschnitts, rechtwinklig zu /, schneidet aber die 6c-Ebene in 
einem Kreisdurchmesser, dessen Länge 2a ist, folglich haben wir, wenn wir 

2a und 2ß die Hauptaxen der Hyperbel in der D -Ebene, 
2«! und 2/^1 - - - - - - /)|-Ebene 

nennen, wo 2« und 2«! die reellen Axen bedeuten sollen, wegen der 
Aehnlichkeit: 



woraus folgt: 



a 


a 
~ b ' 


a, c ' 


9 

ß 


a 

~ c ' 


Q, _ a 

• 


a = 


6 


l«i= „ Ci, 


/? = 


c 





Die Werthe von p und Qi finden wir aber vermittelst des Kreises 
in der Ebene des Kreisschnitts, welcher durch die a-Axe rechtwinklig zu 
/ gelegt ist Bezeichnen wir nämlich die Mitte von ppi (= 2a) durch o, den 
Mittelpunkt des Hyperboloids, und den Abstand der Punkte d und di von 
einander durch 

2d = ddi, 

80 ist, wie wir früher gesehen haben (II.)'- 

od = /x.a, 

odi •= — .a^ 



ddi = 2d = -^^^=J^.a, 
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femer : 

dp = a(l-fi\ pd, = a(— -l), 

Pid = o(l+jtt), M = o(— +l), 



dp .pid = p* = o' (!-/*') ; pdi .pA = eJ = a' — -A- , 
also nach dem Vorigen: ^ 

p' = a. 11.20^ q\ = a. — .2(y, 

und hieraus folgen die Werthe der Quadrate der Halbaxen unserer beiden 
Hyperbeln in den Ebenen D und Z>i: 

/3' = i!-.„.2(T = c'(l-/0, 



«?= — -•2(T = c'(-4-l), 



Nachdem diese beiden Hyperbeln in den Ebenen D und D^ hierdurch voll- 
ständig bestimmt sind, können wir nunmehr die den Strahlen s und «, 
zugehörigen elliptischen Punktinvolutionen oder deren Potenzpunkte ermitteln. 
Der Strahl s ist nämlich ein Durchmesser der Hyperbel in der Ebene /), 
fällt ganz in den Winkelraum (p « 90'') zwischen den beiden Asymptoten, 
und wenn wir den vierten harmonischen zu s zugeordneten Strahl Oy nennen, 
welcher parallel läuft mit «,, so gilt das Verhältniss: 

8in(/(jJ ^* 

Die Strahlen s und a, sind conjugirte Durchmesser der Hyperbel in D und 

zwar a, der reelle; bezeichnen wir die Längen dieser beiden conjugirten 

Durchmesser durch 2A und 2B, wo 2A der reelle Durchmesser ist und 2Ä 

vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Stttck 

auf einer Tangente im Endpunkte des ersten Durchmessers, dann sind die 

Endpunkte eines auf dem Durchmesser a von rf aus nach beiden Seiten hin 

abgetragenen Stücks, dessen Länge B ist, die gesuchten Potenzpunkte; es 

verhält sich aber: 

8iü(/<) _ A 

8iD(/(7.) "" B ' 
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folglich haben wir: 

A 

-B = ^^ 

nun gelten für die conjugirten Durchmesser einer Hyperbel die bekannten 
Relationen : 

AB.sin» = «/? = —.fi.2ö, 

a 

nnd da nach dem Früheren: 



a 
ist, so folgt: 



B" = 



a' ' 



sin^ = 2cy. "* 



bc 

Ganz analog verhält es sich in der Ebene Di] in dieser ist der Strahl Si 
ein Durchmesser der in ihr befindlichen Hyperbel und zwar ein solcher, 
der ganz in dem Winkelraume 180"— y O90**) zwischen den beiden 
Asymptoten liegt, d. h. die Hyperbel nicht trifft; der conjugirte Durchmesser 
a ist parallel zu s; bezeichnen wir mit 2Ai und 2Bi die diesen Durch- 
messern zugehörigen Längen, von denen die eine {2Ai) reell ist und 
die andere vertreten wird durch das zwischen den Asymptoten ab- 
geschnittene Stück auf einer Tangente im Endpunkte des ersten Durch- 
messers, dann sind die Endpunkte eines auf dem Durchmesser Si von rfi 
aus nach beiden Seiten hin abgetragenen Stücks, dessen Länge B^ ist, die 
gesuchten Potenzpunkte auf Si ; es verhält sich aber : 

BiD(/(j) _ g, _ 

8in(/*,) "" A, "~'^' 
folglich haben wir: 

A = -ßi; 

nun gelten für die conjugirten Durchmesser einer Hyperbel die bekannten 
Relationen: 

^]^ßj = aJ-Z-fi = (c^-.6^)(i^ -1), 
-^i^iSin^ = aJ^i = 2d^ 
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woraus folgt: 



sin^ = 2(y. " 



bc 

Die Vergleichung dieser beiden Resultate zeigt uns erstens die schon be- 
kannte Beziehung: 

sin^ "" a "'''' 

wo f und fi die demselben Scheitel zugehörigen Brennpunkte der Ellipse 
und Hyperbel bedeuten, welche diejenigen beiden Hauptschnitte des Hyper- 
boloids sind, die durch die a-Axe gehen und die Neigungswinkel zwischen 
den beiden Kreisschnitten halbiren. Zweitens sehen wir, dass 

wird, also die elliptischen Punktinvolutionen auf den beiden conjugirten 
Strahlen s und «, gleiche Potenz haben und die Potenzpunkte auf beiden 
Geraden von den Mittelpunkten d und rfi um dasselbe Stück abstehen, 
welches = ffi ist 

Die aus den vorigen beiden Gleichungen sich ergebende neue Relation : 

iB.sini^ = gcJ 

lässt nun eine sehr einfache geometrische Interpretation zu- und zeigt eine 
charakteristische Eigenschaft des Strahlenpaars **i. Wenn wir nämlich auf 
dem Strahle s von d aus nach beiden Seiten hni die Strecke B abtragen 
und durch die Endpunkte zwei Parallele zu Si ziehen, welche für den 
Augenblick b und b' heissen mögen, so haben wegen der obigen Bedingung 
diese beiden Parallelen den Abstand 4(5* von einander oder, wenn wir noch 
durch d eine Parallele m zu «, ziehen, so hat jede der beiden mit m pa- 
rallelen Geraden b und V von m den Abstand 2 (f. Hat man aber in einer 
Ebene drei parallele Geraden bmb', von denen die mittlere m gleich weit 
von den beiden andern absteht, und ist s^ eine mit allen dreien parallele 
Gerade ausserhalb der Ebene, deren Abstand von m derselbe ist, wie der 
Abstand der Geraden b und b' von m, dann mtissen offenbar die beiden 
durch «ib und s^V gelegten Ebenen rechtwinklig zu einander sein. Die 
Ebeneninvolution, welche dem Strahle *, in Bezug auf das Hyperboloid 
zugehört, und welche perspectivisch liegt mit der dem Strahle s zugehörigen 
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Punktmvolution, ist vollständig bestimmt durch zwei Ebenenpaare ; als eines 
wählen wir die nach den beiden Potenzpunkten auf s hingehenden Ebenen 
und haben eben nachgewiesen, dass dieselben rechtwinklig zu einander sind; 
als zweites können wir die nach den Punkten d und p"^ hingehenden Ebenen 
wählen, von denen ersichtlich ist, dass sie ebenfalls rechtwinklig zu ein- 
ander sind, folglich muss die ganze dem Sti'ahle Si zugehörige Ebenen- 
involution aus Paaren rechtwinkliger Ebenen bestehen, und dasselbe gilt in 
gleicher Weise für den Strahl s. Wir haben also folgendes Resultat erhalten: 

Ein Strahlenpaar ssx^ für welches die Abslände der Punkte des ortho- 
gonalen Hyperboloids in einem constanten Verhältniss zu einander stehen, be- 
sitzt zugleich die Eigenschaft, dass die diesen beiden conjugirlen Strahlen in 
Bezug auf das Hyperboloid zugehörigen Ebeneninvolutionen orthogonal sind, 
d. h, aus Paaren rechtwinkliger Ebenen bestehen. 

Bezeichnen wir den Abstand der beiden Brennpunkte f, fi von ein- 
ander durch 

21 = /-A, 

so zeigt die vorige Beziehung: 

isini^ = S, 

dass noth wendig d^k ist, d. h. die beiden Punkte d und rf^, welche durch 
die Scheitel des Hyperboloids harmonisch getrennt werden, innerhalb der 
Strecke /"/i liegen müssen und sich nur bis an diese Punkte heranbewegen 
können, so dass d mit f und rfi mit fi zusammenfUllt; dann wird ^ = 90" 
und wir haben den schon erwähnten Grenzfall (11.). 

Wir wollen noch diejenige Construction eines Strahlenpaares ssi her- 
vorheben, welche aus der letzten Betrachtung sich ergiebt: 

. Ist ein orthogonales Hyperboloid gegeben, so giebt es unendlich- 
viele solcher Strahlenpaare ssi^ von denen die Punkte des Hyperboloids 
Abstände haben, die in constantem Verhältniss zu einander stehen. Diese 
Strahlenpaare ssi können auf folgende Weise ermittelt werden: Die Kreis- 
schnitte des orthogonalen Hyperboloids bilden zwei Systeme von parallelen 
Ebenen; beide sind parallel einer bestimmten llauptaxe des Hyperboloids, 
welche demselben in zwei reellen Punkten p und pi (den Scheiteln) be- 
gegnet Halbiren wir die Neigungswinkel zwischen den beiden Kreis- 
Bchnitt- Ebenen, welclie durch die Axe ppi gelegt werden können, durch 
zwei zu einander rechtwinklige Ebenen (Hauptebenen), so ist die Durch- 
schnittsfigur des Hyperboloids mit der einen Ebene eine Ellipse (a6-Ebene), 

9* 



68 B. Schröter, über ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. 

mit der andern Ebene eine Hyperbel (ac- Ebene). Beide Kegelschnitte 
haben dieselbe Hauptaxe pp^{=2d) und auf ihr die reellen Brennpunkte: 
f und F für die Ellipse, /i und Fi für die Hyperbel, so dass die Brenn- 
punkte f und /i dem Scheitel p, die Brennpunkte F und Fi dem Scheitel 
Pi zugehören. Die Punkte ffi ebenso wie FFi werden harmonisch getrennt 
durch ppi und es ist: 

/A = FFi = -^ = 2A. 

Nehmen yriir jetzt auf der Hauptaxe ppi des Hyperboloids zwei Punkte d 
und dl an, die harmonisch getrennt werden durch pp^ und entweder ganz 
in die Strecke ffi oder FFi hineinfallen, und legen wir durch die Punkte 
ddi zwei Ebenen rechtwinklig zur Axe ppi, so schneiden dieselben das 
Hyperboloid in zwei Hyperbeln mit den Mittelpunkten d und rfi. 

Ziehen wir sodann in einer dieser Hyperbeln, der mit dem Mittelpunkt 
rf, durch letzteren einen Halbmesser 

A = 2k. fi, 

wo das Verhältniss itt = — = -^ durch die Abstände der Punkte d oder 

' op od^ 

rfi von dem Mittelpunkt o des Hyperboloids gegeben ist, und construiren 

wir zu ihm den conjugirten Halbmesser s, während eine durch rf, zu A 

parallel gezogene Gerade s^ genannt wird, dann sind ssi ein Strahlenpaar 

von der gesuchten Art, so dass jeder Punkt des Hyperboloids Abstände 

von s und s^ besitzt, deren Verhältniss den constanten Werth /tt hat, und 

gleichzeitig s und Si ein solches Paar conjugirter Strahlen in Bezug auf 

das Hyperboloid bilden, dass die denselben zugehörigen Ebeneninvolutionen 

orthogonal sind. 

Dass in der That der Hyperbelhalbmesser A ein reeller ist, folgt 

aus der angenommenen Bedingung, wonach die Punkte d und di innerhalb 

der Strecke ffi liegen sollen; hiernach ist: 

od > of, 
d. h. nach dem Obigen: 



fi.a>>Ya'—b\ 



f^' 



a'—V 



a 

Da aber bei dem orthogonalen Hyperboloid zwischen den Axen die Be- 
dingung erfüllt wird: 

^2 I.« • /•• ^1 
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woraus folgt: 



a'—b' a' 



a' a'+c' ' 



80 muBS sein 



M' 



a* 



a'+c* ' 



c' ^ i—fl' 



a" ^ Ia' ' 



d. h. 



A' > a^ 

wo 2« die reelle Zwergaxe der Hyperbel ist; da also der Halbmesser A 
grösser ist als der kleinste reelle Halbmesser, so ist es ein reeller und sein 
conjugirter Durchmesser imaginär, d. h. der Träger s einer elliptischen 
Punktinvolution. In ganz ähnlicher Weise hätten wir auch die zweite 
Hyperbel, deren Mittelpunkt rfi ist, zur Construction des Strahles Si ver- 
wenden können, was aber nicht mehr nöthig ist, da Si parallel läuft dem 
Halbmesser A. Da der Halbmesser A in doppelter Weise in die Hyperbel 
eingetragen werden kann, so giebt es zwei symmetrisch liegende Strahlen- 
paare ««1, die durch dieselben Punkte rfrf, auf der a-Axe gehen; nehmen 
wir von rfrf, die symmetrisch zum Mittelpunkt o liegenden Punkte zwischen 
FFi, so erhalten wir in gleicher Weise zwei Strahlenpaare ssi] alle vier 
gehören zu demselben absoluten Werth ju (s. 11.). Man kann hiemach durch 
Veränderung des Werthes /« (oder auch 2(T), indem man das Punktpaar 
ddi continuirlich die Gebiete ff^ und FFi erfüllen lässt, in derjenigen 
hyperbolischen Punktinvolution, deren Mittelpunkt o und deren Asymptoten- 
punkte ppi sind, eine vierfach - unendliche Schaar von Strahlenpaaren ssi 
herstellen, die fUr ein gegebenes orthogonales Hyperboloid conjugirte Strahlen 
und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen sind. 

13. Wir lösen schliesslich noch die umgekehrte Aufgabe: Zu zwei 
gegebenen windschiefen Geraden ssi eine solche Oberfläche zweiter Ordnung zu 
finden, dass in dem durch dieselbe bestimmten räumlichen Polarsystem ss^ con- 
jugirte Strahlen und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebeneninvolutionen seien. 

Durch die aufgestellte Forderung ist das räumliehe Polarsystem nicht 
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vollständig bestimmt, sondern dieselbe enthält nur acht Bedingungen *), und 
es muss noch eine neunte Bedingung hinzutreten zur vollständigen Be- 
stimmung des Polarsystems. Die vorhandene WillkUrlichkeit wird sogleich 
aus der Untersuchung selbst hervorgehen. 

Legen wir durch s eine Ebene parallel zu Si und eine zweite Ebene 
rechtwinklig zu dieser, so müssen dieselben conjugirte Ebenen im Polar- 
system sein, und ebenso werden zwei durch «, gelegte Ebenen, von denen 
die eine parallel zu s ist und die andere auf dieser rechtwinklig ist, conjugirte 
Ebenen im Polarsysteme sein. Nennen wir daher p* und p* die unendlich- 
entfernten Punkte der gegebenen Geraden ««i, und treffen die zu den Ebenen 
(*pf) und (,«ip*) rechtwinkligen durch s und *i gelegten Ebenen die Strahlen 
Si und s in den Punkten di und d, so wird, da s und Si selbst conjugirte 
Strahlen im Polarsysteme sein sollen, d der Pol der Ebene («ip*) und rfi 
der Pol der Ebene («pD sein. Bezeichnen wir die Gerade rfrfi, welche 
nach dieser Construction auf den gegebenen beiden Geraden ssi gleichzeitig 
rechtwinklig ist und ihren kürzesten Abstand enthält, durch k, die Ver- 
bindungslinie p*p* durch Ä^) also 

rfrf. = Ä, p>r = Är, 

so sind die Strahlen k und &7, deren Richtungen zu einander rechtwinklig 
sind, ein neues Paar conjugirter Strahlen des Polarsystems, und es ist er- 
sichtlich, dass die vier Punkte rfrfip*pr ein Polartetraeder im Polarsysteme 
bilden, d. h. die Polarebenen der Ecken die gegenüberliegenden Seiten- 
flächen des Tetraeders sind. Die drei Paare von Gegenkanten des Tetraeders 
sind daher drei Paare conjugirter Strahlen des Polarsystems. 

Im räumlichen Polarsystem sind zwei conjugirte Strahlen gleich- 
zeitig die Träger zugehöriger Punktinvolutionen und die Axen zugehöriger 
Ebeneninvolutionen; diese liegen mit jenen perspectivisch , also sind die 
Punktinvolutioneu auf s und s] elliptisch, da die Ebeneninvolutionen durch 
Si und 8 orthogonal sind. Ferner lehrt die allgemeine Theorie des räum- 
lichen Polarsystems, dass wenn ein Paar conjugirter Strahlen die Träger 
gleichartiger Punktinvolutionen sind (d. h. beide elliptisch oder beide hyper- 
bolisch), dies bei allen Paaren conjugu-ter Strahlen der Fall sein muss; 
da es nun hier bei ssi der Fall ist, so müssen auch die Punktinvolutionen 



*) Vergl.: G. Beyer, Untersuchungen über das räumliche Polarsystem, Inaug. Dias. 
Breslau 1868. 
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auf jedem der beiden tlbrigen Paare von Gegenkanten des Tetraeders 
rfrfip*pr gleichartig sein. Folglich sind die Punktinvolutionen auf ä und ür^ 
entweder beide elliptisch oder beide hyperbolisch. Nehmen wir das erstere 
an, so folgt aus den Eigenschaften des räumlichen Polarsystems, dass auch 
auf dem dritten Paar Gegenkanten des Polartetrafe'ders die Punktinvolutionen 
elliptisch sein müssen, und wenn in einem räumlichen Polarsystem ein 
solches Polartetrafeder existirt, dessen sechs Kanten sämmtlich Träger 
elliptischer Pnnktinvolutionen sind, dann sind die Punktinvolutionen auf 
allen Geraden elliptisch, d. h. das Polarsystem hat keine reelle Kemfläche ; 
diesen Fall einer imaginären Oberfläche zweiter Ordnung, welche den Forde- 
rungen der Aufgabe genügt, schliessen wir von der Betrachtung aus. Es 
bleibt also nur die einzige Annahme übrig, dass die Punktinvolutionen auf 
k und Ä* beide hyperbolisch sind; dann müssen auch die Punktinvolutionen 
auf dem dritten Paar Gegenkanten des Polartetrafe'ders hyperbolisch sein, 
und die reelle Kemfläche des Polarsystems muss wegen der Gleichartigkeit 
der Punktinvolutionen auf conjugirten Strahlen eine Linienfläche zweiter 
Ordnung oder ein einfaches Hyperboloid sein. 

Nennen wir die Asymptotenpunkte der hyperbolischen Punktsysteme 

auf k p und pi, 

auf &r ^* lind 71^, 

dann muss die Polarebene von p durch p selbst und Äf gehen, also die in p 
auf ddi errichtete Normalebene sein; da die Polarebene von p durch p selbst 
geht, so ist sie Berührungsebene und schneidet daher das Hyperboloid in 
einem Linienpaare, welches durch p geht; da endlich die Doppelpunkte ti* 
und 71* auf k^ ebenfalls dem Hyperboloid angehören, so ist dies Linienpaar 

und ebenso 

und die letzteren Geraden g und /i bilden dasjenige Linienpaar, welches 
in der Berührungsebene des Hyperboloids im Punkte pi liegt Da die Be- 
rührungsebenen an den Punkten p und p, des Hyperboloids parallel laufen 
und rechtwinklig sind auf der Verbindungslinie ppi, so ist ppi eine Haupt- 
axe des Hyperboloids; wir nennen sie die a-Axe, indem wir 

pp, = 2a 

setzen. Die Mitte o zwischen ppi ist der Mittelpunkt des Hyperboloids, und 



72 B. Schröter, über ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. 

eine durch o rechtwinklig zur a-Axe gelegte Ebene schneidet dasselbe in 
einer Hyperbel, deren Mittelpunkt o ist und deren Asymptoten den Geraden 
/ und gi (oder g und l^) parallel laufen, d. h. nach den Punkten in" und ti^ 
gehen. Die Halbirungslinien der Winkel zwischen den Asymptoten sind 
die beiden übrigen Hauptaxen des Hyperboloids, von denen die eine reell 
sein muss = 2b und die andere imaginär ist, aber vertreten wird durch das- 
jenige Stück = 2c, welches abgeschnitten wird zwischen den Asymptoten 
auf einer Tangente an einem Scheitel der Hyperbel. Wir nennen noch 
denjenigen Winkel zwischen den Asymptoten, in dessen Scheitelrttumen die 
Hyperbel nicht liegt, (p, haben also: 

Da die Punkte d und d^ conjugirt sind in Bezug auf das Hyperboloid, so 
trennen sie harmonisch p und pi ; wir dürfen also annehmen, dass d zwischen 
ppi und dl ausserhalb ppi liegt; dann ist wegen der harmonischen Be- 
ziehung mit Rücksicht auf die Richtung der Strecken: 

pd ^ p,d ^^^ 

und der Werth dieses Verhältnisses bestimmt die Lage der Punkte ppi zu 
den Punkten rfrf,, sowie auch umgekehrt. Wir dürfen auch, ohne eine Be- 
schränkung dadurch eintreten zu lassen, 

annehmen, d. h. wir nennen von den beiden Punkten d und rf,, zwischen 
denen p liegen muss, denjenigen, welcher p zunächst liegt, d und den ent- 
fernteren rf,, woraus die entsprechende Benennung der Strahlen s und «, 
hervorgeht. 

Andererseits werden die Ebenen {lg) und {gji^ die Berührungsebenen 
in den Punkten ti* und ti^ am Hyperboloid, welche sich in der Geraden k 
schneiden, harmonisch getrennt durch die conjugirten Ebenen {ks) und (&#i). 
Zwischen den Sinus der Winkel, welche diese vier harmonischen Ebenen 
mit einander bilden, besteht die bekannte Beziehung: 

siP^O ^ &\n(g,s) ^ 
8m(/«,) sinC^,«,) ' 

denn da alle vier Geraden IffiSSi rechtwinklig zu k sind, so können wir 
anstatt der Neigungswinkel zwischen den Ebenen die Winkel zwischen den 
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Richtungen der Strahlen substitairen. Der Werth des VerhttItnisBes /i^ be- 
stimmt also die Richtungen der Strahlen / und gi zu den Strahlen s und «,. 
Es wird sich sogleich ergeben, dass die absoluten Werthe von fi und fii 
einander gleich sein müssen. 

Wir haben bisher von den gegebenen beiden orthogonalen Ebenen- 
involutionen , deren Axen conjugirte Strahlen sind, nur je ein Paar recht- 
winkliger conjugirter Ebenen benutzt; wir müssen noch ein zweites Paar 
conjugirter Ebenen in unsere Betrachtung ziehen, weil erst zwei Paare die 
ganze Involution bestimmen, und wählen hierzu diejenigen Ebenenpaare, 
welche durch die Potenzpunkte der auf s und Si ausgeschnittenen Punkt- 
involutionen gehen. Diese elliptischen Punktinvolutionen haben zu Mittel- 
punkten d und dl ; ihre Potenzpunkte sind einander conjugirt und stehen von 
den Mittelpunkten um gleiche Stücke ab. Legen wir nun drei Gerade 
durch d und die beiden Potenzpunkte auf s, welche parallel laufen der 
Geraden «i, so muss, weil die Ebeneninvolution durch #i eine orthogonale 
sein soll, der Abstand der beiden durch die Potenzpunkte gehenden Pa- 
rallelen doppelt so gross sein, als der Abstand der Geraden Si von der 
Geraden durch d; wenn also der Winkel zwischen den Richtungen der 
gegebenen Geraden: 

und der Abstand 

ddi = 2(J 

gesetzt wird, femer — B^ und — B] die Potenzwerthe der elliptischen Punkt- 
involutionen auf s und «1 bedeuten, so muss 

sein. 

Die Strahlen s und Si liegen in zwei Ebenen D und Z)i, welche 
durch d und di rechtwinklig zur a-Axe des Hyperboloids gelegt werden 
können. Jede dieser Ebenen schneidet das Hyperboloid in einer Hyperbel, 
deren Asymptoten diejenigen Geraden sind, welche durch d und rf| parallel 
zu / und gi (oder g und /O gezogen werden. Da von diesen Hyperbeln 
ausser ihren Asymptoten noch die elliptischen Punktinvolutionen auf den 
Durchmessern s und Si bekannt sind, so sind die Hyperbeln vollständig be- 
stimmt Ziehen wii* noch durch d eine Parallele a^ zu Si und durch di 
eine Parallele a zu «^ so werden sowohl s und Oi harmonisch getrennt 
durch die Asymptoten der ersten Hyperbel, als auch a und Si harmonisch 
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getrennt durch die Asymptoten der zweiten Hyperbel ; es sind also 9 und Oi 
ein Paar conjugirter Durchmesser der ersten Hyperbel, und da s der Träger 
einer elliptischen Punktinvolution ist /so muss Oi der Träger einer hyper- 
bolischen sein, d. h. ein reeller Durchmesser. Bezeichnen wir denselben 
mit 2A, so wird das zwischen den Asymptoten abgeschnittene Stttck auf 
einer Tangente am Endpunkte des Halbmessers A den Werth 2B haben, 
also verhält sich: 

Ä^ _ 8in(b) _ 
B ^ gin(to.) ^' ' 

und hieraus folgt: 

A = ,Ui. 



sini^ 

Andererseits kennen wir in der Ebene Di von der Hyperbel die beiden 
Asymptoten und die conjugirten Durchmesser o und «1, von denen der 
letztere elliptisch, der erstere hyperbolisch sein muss und die Länge 2Ai 
haben soll; es ergiebt sich also hier in gleicher Weise: 

Ä^ __ 8in(/*,) 1_ 

B, "" sin(la) ~" f*, ' 

also 

Hierdurch sind in beiden Hyperbeln die conjugirten Durchmesserpaare 
2A, 2B, 2A,, 25i vollständig bestimmt. 

Denken wir uns femer zwei neue Ebenen gelegt, die eine, S, durch 
8 und dl, die andere, Si, durch Si und rf, so enthält die erstere die Durch- 
messer 8 und a oder 2B und 2-4|, die andere die Durchmesser Oi und Si 
oder 2A und 2Bi. Die Ebenen S und S^ schneiden aber das Hyperboloid 
in Kegelschnitten, flir welche ppi eine reelle Hauptaxe ist, und die in den 
Punkten d (zwischen ppi) und rfi (ausserhalb ppi) errichteten Perpendikel 
auf dieser Hauptaxe sind die Träger von hyperbolischen und elliptischen 
Punktinvolutionen, deren Potenzen beziehungsweise sind: 

S" und +At; +A' und -B]. 

(Hieraus würde folgen, dass in der Ebene S der Kegelschnitt eine Hyperbel, 
dagegen in der Ebene Si eine Ellipse sein muss, was übrigens für uns 
irrelevant ist.) Nun ist aus der Theorie der Kegelschnitte bekannt und 
leicht erweislich, dass die absoluten Werthe dieser Potenzen sich verhalten 
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wie die Abstände der Fusspankte ihrer Träger vom Mittelpunkte des 

Kegelschnitts, d. h. 

B* A* o od 



= W = 



A] B] '^^ od, ' 
es ist aber oben (11.) nachgewiesen, dass wenn das Verhältniss: 

P^— Pre- 



ist und die Mitte von ppi, 



also 



^iP ~ pA ~^ 
od = f^^opy 
odi = — -op. 



od 2 



sein muss; folglich haben wir das erwartete Resultat: 

2 2 

A^ = A^I, 
d. h. die harmonische Theilung auf der Geraden k wird durch denselben 

absoluten Werth des Theilungsverhältnisses bewirkt, wie auf der conjugirten 
Geraden ftf, oder die Strecke ddi wird durch die Punkte pp^ nach dem- 
selben Verhältnisse harmonisch getheilt, wie die Winkel zwischen den 
Ebenen SSi durch die Ebenen {lg) und {lig^ harmonisch getheilt werden. 
Die einzige Constante fi bestimmt also das Hyperboloid, sobald die con- 
jugirten Strahlen ss^ als die Axen zugehöriger orthogonaler Ebenen- 
involutionen gegeben sind; ein bestimmter Werth von fi giebt also das 
nothwendige (neunte) Bestimmungsstlick für das Hyperboloid, wie bereits 
oben bemerkt wurde. 

Die besondere Eigenthümlichkeit des Hyperboloids, dass seine Kreis- 
schnitte rechtwinklig sind zu zwei Erzeugenden desselben tritt nun un- 
mittelbar hervor, wenn wir die beiden H3T)erbeln in den Ebenen D und 
Dl näher bestimmen dadurch, dass wir ihre Axen ermitteln. Nennen wir 
2« und 2ß die Axen der Hyperbel in der Ebene Z), und zwar 2a die 
reelle Axe, (p ihren Asymptotenwinkel, in Uebereinstimmung mit dem 
Früheren denjenigen, in dessen Scheitelräumen die Hyperbel nicht liegt, 
so ist nach bekannten Sätzen: 

10» 
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also da 



ßi ^ 43« ^ 



ist, folgt: 



da ferner 



ist, so wird: 



sin li^ ^ g> 



od = fA.a, 
od, = — 'O 



Wir haben also die doppelte Gleichheit: 

Andererseits liegt die Axe 2a in der a6- Ebene des Hyperboloids, welche 
dasselbe in einer Ellipse schneidet, deren Axen 2a und 26 sind. In der 
Entfernung od^fi.a vom Mittelpunkt o ist ein Perpendikel auf der o-Axe 
errichtet, also nach bekannten Eigenschaften des Kegelschnitts: 

«' = -^(«'-^^^ 
und da od^fi.a ist: 

In gleicher Weise finden wir 2ß in der ac- Ebene oder kflrzer aus der 
Relation -^ = — die Beziehung: 

und aus beiden Relationen folgt: 

aß = bciX-fi^), 
und nach dem Vorigen: 

4<J' = bc ^^~^^ sm^ 

oder 

— ^— o" = B = — ; 

S ah 

da endlich sin«*ctgy = — und tg~- = — ist, so wird: 

sinii^ bc ^ 
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und die Vergleichung beider Werthe für B giebt: 

a bc ^ ^' 

d.h. 

1 1 1 



a* ""6' c* ' 

die frühere Bedingung für ein orthogonales Hyperboloid. Sobald diese Be- 
dingung zwischen den Hauptaxen eines Hyperboloids erfüllt ist, muss das- 
selbe ein orthogonales sein, d. h. die Ebenen der Kreisschnitte müssen recht- 
winklig stehen auf zwei Erzeugenden desselben. In der That, ziehen wir 
in der 6c -Ebene, deren Durchschnitt mit dem Hyperboloid eine Hyperbel 
ist, die beiden Asymptoten und einen solchen Durchmesser 2xy der auf einer 
der Asymptoten rechtwinklig ist, während sein conjugirter Durchmesser 2y 

sei, so wird: 

X = y.cos(a?, y), 

x.y.&m{x,y) = bc, 



folglich : 



also: 



y^-x^ = y'sin'(x, y) ^ —^ = c'-b^ 

sc 



ji^_ j L- J_ 

X* ~ 6* c' " a'^ 

mithin wegen der obigen Bedingung x = a^ d. h. die durch 2x und 2a ge- 
legte Ebene muss das Hyperboloid in einem Kreise schneiden, weil derselbe 
zwei gleiche Hauptaxen hat ; die Kreisschnittebenen stehen also rechtwinklig 
auf den Richtungen von / und gi oder g und /], wie es von anderer Seite 
bekannt ist 

Wir bemerken noch, dass aus der Bedingung: 

J^ _ J 1^ 

a* "" 6* c* 

folgt: c>>6, also y<:90" und a>b, also 2a diejenige Axe der Ellipse 
des Hauptschnittes, auf welcher die beiden Brennpunkte liegen. Sind f 
und F die Brennpunkte der Ellipse in der a6- Ebene und fi und Fi die 
Brennpunkte der Hyperbel in der ac-Ebene, Punkte, welche alle vier in 
der a-Axe liegen, so giebt die vorige Bedingung: 
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woraus folgt: 

d. h. f und fi liegen harmonisch zu den Scheiteln ppi und ebenso auf der 
anderen Seite F und Ft. Femer: 

b\ c'-fc* 



y'd'+c'- fä^^' = a(-f -— ) = a. 



bc 



ff, = ^ = B = Bt, 



ein Resultat, was mit dem früheren in vollkommener Uebereinstimmnng ist 

Die vorstehende Untersuchung hat gelehrt, dass, sobald die beiden 
windschiefen Geraden ss^ und der Werth fi gegeben ist, dieselbe Con- 
struction das orthogonale Hyperboloid liefert, einmal als Ort derjenigen 
Punkte, deren Abstände von s und Si in dem constanten Verhältniss fx zu 
einander stehen, und andererseits als eine Oberfläche zweiter Ordnung, fttr 
welche die Geraden as^ conjugirte Strahlen und die Axen zugehöriger 
orthogonaler Ebeneninvolutionen sind; wir können also folgendes Ergebniss 
aussprechen : 

Eine Oberfläche zweiter Ordnung, für welche zwei gegebene windschiefe 
Gerade ssi conjugirte Strahlen und die Axen zugehöriger orthogonaler Ebenen- 
ineolutionen sind, ist ein orthogonales Hyperboloid und besitzt die Eigenschaft^ 
dass jeder Punkt desselben eon s und Si Abstände hat, deren Verhältniss {/u) 
constant ist. 

Die beiden Eigenschaften des constanten Abstandsverhältnisses und 
der orthogonalen Ebeneninvolutionen (um es kurz zu sagen) decken sich 
also vollständig. 

14. Sobald die beiden Strahlen ssi gegeben sind, ist das zugehörige 
orthogonale Hyperboloid bis auf die Constante ju vollständig bestimmt und 
der Werth fi hängt ab von der Lage eines Hyperboloidpunktes p auf der- 
jenigen Geraden k, welche gleichzeitig auf beiden gegebenen Geraden ssi 

rechtwinklig ist, indem -^ — == fi ist. Der Veränderung von fi entspricht 

eine Verschiebung des Punktes p auf der Geraden k. Durch diese Ver- 
änderung von fi erhalten wir unendlich viele solcher orthogonaler Hyper- 
boloide, welche ein Büschel bilden, als dessen Grundcuree ein imaginäres 
räumliches Vierseit aufzufassen ist; in diesem Büschel ist ein einziges gleich- 
seitig-hyperbolisches Paraboloid enthalten, welches dem Werthe ^a = 1 ent- 
spricht. (I. Abschnitt) 
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In der That, bezeichnen wir die imaginären Doppelpunkte der durch 
die orthogonalen Ebeneninvolutionen auf ^i und s ausgeschnittenen Punkt- 
involutionen durch i«i und j7u ^^ bilden die Strahlen: 

• • •• •• •• 

y. «Jm j«i, ji«i 

ein imaginäres windschiefes Vierseit, welches ganz auf dem Hjrperboloid 
liegen muss; denn jeder dieser Strahlen hat sich selbst zum conjugirten 
Strahl, folglich gehört er ganz dem Hj^erboloide an, und da alle orthogo- 
nalen Hyperboloide, welche verschiedenen Werthen von /i entsprechen, durch 
dasselbe windschiefe Vierseit gehen, so bilden sie einen Büschel; zwei Mal 
degenerirt das Hyperboloid in einen als unendlich-dttnner Kegel aufzufassenden 
Strahl 8 oder Si , nämlich flir die Werthe it = und fi = oo. Ein solcher 
Flächenbttschel dürfte sich wegen der besonders einfachen Eigenschaften, 
welche er darbietet, zur eingehenderen Untersuchung besonders empfehlen. 
Er entspricht der ebenen Figur eines Büschels von Kegelschnitten mit 
ideeller doppelter Berührung und ist ein specieller Fall desjenigen Büschels 
von Flächen zweiter Ordnung, dessen Grundcurve in ein räumliches Vier- 
seit zerföUt. 

Wir überlassen dem Leser die Durchführung der Modificationen, 
welche die vorstehende Untersuchung erleidet, wenn wir von zwei Geraden 
8 und 8i ausgehen , die sich im Räume treffen ; dann ist unser ^ = und 
das Hyperboloid degenerirt in einen orthogonalen Kegel. Die Bedingung 
für den orthogonalen Kegel tritt am besten in der auf S. 46 gegebenen 
Gestalt auf: 

WO y und yj die Kegelöffhungen bedeuten in den beiden zu einander recht- 
winkligen Hauptschnitten , welche j'eelle Linienpaare sind. Die Durch- 
schnittscurve eines orthogonalen Kegels und einer mit demselben concen- 
trischen Kugel ist ein sphärischer Kegelschnitt von besonderer Art, der 
früher „Sto"«er-CAa«/e«scher Kegelschnitt"*) genannt zu werden pflegte, 
nunmehr analog unserer Bezeichnung „der orthogonale sphärische Kegel- 
schnitt' heissen muss. 

Breslau, den 29. December 1877. 



*) Vergl. „Der sphärische Kegelschnitt" von Dr. Heinrich Voigt, Inaug. Dissertation. 
Breslau 1873. 
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Ueber die Transformation von Differentialausdrücken 

vermittelst elliptischer Coordinaten. 

(Von Herrn S, Gundelßnger in Tübingen.) 



Jnlesse hat iu der 22. Vorlesung seiner analytischen Geometrie des 
Raumes ein Uebertragungsprincip angegeben, welches gewisse Differential- 
ausdrttcke der rechtwinkligen Coordinaten in solche der elliptischen Coor- 
dinaten transformiren lehrt, indem man an den beim Hauptaxenproblem der 
Flächen zweiter Ordnung auftretenden Formeln passende Veränderungen 
vornimmt. Die Integration der Differentialgleichungen für die Krlimmungs- 
curven und die geodätischen Linien auf den letzterwähnten Flächen wird 
hierdurch fast ohne alle Rechnung geleistet. In der folgenden Note soll ge- 
zeigt werden, dass die Integration dieser und verwandter Differentialglei- 
chungen vermittelst eines ähnlichen Uebertragungsprincips auch an das 
Hauptaxenproblem der ebenen Schnitte einer Oberfläche zweiter Ordnung 
sich knüpfen lässt. Die dabei eingeführten analytischen Elemente gestatten 
zahlreiche geometrische Deutungen und bringen die Lehre von der Krümmung 
der Flächen zweiten Grades mit derjenigen von ihren geodätischen Linien 
in einen einheitlichen Zusammenhang*), ganz abgesehen davon, dass die 
hier gegebenen Entwickelungen von der allgemeinen Form der Flächen- 
gleichung ausgehen. 

I. Zusammenstellung einiger auf die Krümmung der Flächen bezüglicher 
Formeln. Es repräsentire 

u{x,y,z)^u = 
die Gleichung irgend einer Fläche in rechtwinkligen Coordinaten. Femer 
seien a, b, c die Cosinus der Winkel, welche die Normale der Fläche im 
Punkte X, y, z gegen die Coordinatenaxen bildet, sowie a', b\ c' und a", 
b", c" die Cosinus der Tangenten an die beiden durch diesen Punkt gehenden 
Krümmungslinien. Alsdann **) lassen sich diese drei Systeme von Cosinus 

*) Nach der hier angedeuteten Methode pflege ich schon seit einer Reihe von 
Jahren in meinen Vorlesungen die Theorie der Linien auf den Flächen zweiten Grades 
vorzutragen. 

**) Cfr. Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, Vorlesungen 

30 und 28. 
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als die Coefßcienteu einer linearen orthogonalen Substitution betrachten: 

§ = aX+a'Y+a"Z, r] = bX+b'Y+b"Z, ^ = cX+cY+c"Z, 

welche flir beliebige, von den x, y, a anabhängige Werthe der ^, j?, ^ die 
Function 



dx^ ' dxdy ' dz' 

überführen in: 

Darin sind die Coefficienten A, und i,, unter u^ und u^x (x, A = 0, 1, 2) die 
ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten der Function u nach a?, 
y, z verstanden, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
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während /u' und ,a" mit Anwendung des Zeichens 

z/(i) für 



u 



durch die Formeln*) erhalten werden: 

Li denselben kann man sich zur Fixirung der Vorstellung jeder der Grössen 
fi* und /i" — und damit auch jedem der Systeme a, b\ d und a", 6", c" — 
irgend ein bestimmtes Vorzeichen ertheilt denken. Dagegen möge in den 
Gleichungen 

2 7 I '> I 7 

das Vorzeichen von v derart festgesetzt werden, dass die Substitutionsdeter- 
minante 2±{ab'c") der positieen Einheit gleich wird, dass also die Normale 
zu den beiden Richtungen a, b\ c' und a", 6", c" in demselben Sinne liegt, 
wie die x-Axe zu den Axen der y und z. 



*) Vgl. I. c. (dritte Auflage), Vorlesung 28, Gleichungen 29. 
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Wenn der specielle, im Folgenden stets festgehaltene FaU eintritt, dass 
die Function u vom zweiten Grade und entwickelt von der Gestalt ist: 

= y(a?,y,Ä)+2au3a: + 2ai3y + 2a23» + 033, 

so kann die quadratische Gleichung Z) (i) = bei Einführung der Zeichen 

^ = -5'±(au,)ön 022033) und 

B = y(tti),WMW2)-(o,«,+ On + 022)(f<S+wJ+tt?) 
geschrieben werden: 

-^+5^+AV-' = 0. 

II. Ableitung des Uebertragungsprincips. — Dieselbe knüpft man am 
besten an die Betrachtung der Differentialgleichungen für die beiden Schaaren 
von Krümmungslinien: 

a'dx + Vdy + c'rfa = 0, a"dx + V'dy + d'dz = 0, 

worin die Differentiale dx^ dy, dz durch die Relation verbunden sind: 

adx -{- bdy + cdz = 0. 

Um diese letzte Beziehung nicht weiter berücksichtigen zu müssen, denken 
wir uns aus den drei Gleichungen 

die Coordinaten x, y, z eines veränderlichen Punktes auf der Fläche als 
Functionen von ii und I2 dargestellt*) und die Differentialgleichungen für 
die Krümmungslinien in solche zwischen dki und rfij übergeführt. Zu 
letzterem Behufe differentiiren wir die Gleichung 

X, = (p{a',b',c) 

total**) und erhalten mit Rücksicht auf die Identität***): 

und mit Rücksicht auf die bekannten Eigenschaften der Coefficienten einer 



*) Die reciproken Werthe A7* und l^^ hat bereits Herr Stahl in Band III der 
Math. Annal. pag 488 als neue Veränderliche eingeführt, ohne jedoch deren Zusammen- 
hang mit dem Hauptaxenproblem der ebenen Schnitte einer Fläche zweiter Ordnung 
genauer zu untersuchen. 

**) Man kann X^ und X^, und somit auch x, y, s als Functionen eines und des- 
selben willkürlichen Parameters betrachten. 

***) Cfr. Hesse, Vorlesung 28, Gleichungen 24. 
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orthogonalen Substitution folgende Reihe von Gleichungen: 

dk, = (p\a')da'+(pXb')db'+(p\c)dc' 
= -2u\ada'+bdb'+cdc') 
= 2fiXa'da+b'db + cdc) 
= u'y{a'(f'{dx) + b'(p\dy) + c'(p\dz)) 
= f^'rl(pXa')dx + (p\b')dy + (p\c)dz) 
= 2kiiLt'y{a*dx + b'dy + c'dz). 
Aehnlich wird 

dk, = 2l^u''y{a'dx+b'*dy + c''dz). 

Vergleicht maii diese Ausdrücke mit der in I. angewandten orthogonalen 
Substitution, so folgt: 

Es ist erlaubt, in der durch I. näher definirten Substitution y sowie in 
allen aus ihr folgenden Gleichungen an Stelle der Grössen 

5, /?, c, X, y, z 

beziehungsweise zu setzen: 

dxy dy, dz, 0, * * 



Verschwindet die Determinante A, also auch eine Wurzel von D {l) = 0, 
etwa ^, so findet man leicht, dass nunmehr 

dB = ^^(a"rfx + 6"rfy + c"rfa) 
und dass somit in der soeben gegebenen Fassung des Uebertragungsprincips der 
Ausdruck -^ — y, — durch -^. — jr- zu ersetzen ist. 

in. Anwendung auf die Krümmungscurven. Aus den in IL be- 
wiesenen Formeln folgt sofort, dass die Gleichung ki^(p («', 6', c') = const. 
das Integral von a'dx + b'dy + cdz = darstellt. Im Hinblick darauf, dass 
die Tangente einer durch die letzte Differentialgleichung dargestellten 
Krümmungscurve im Punkte x, y, z conjugirt ist zur Richtung a', 6', c', 
kann man daher das bemerkenswerthe Theorem aussprechen: 

Zieht man durch den Coordinatenanfang — also durch irgend einen 
Punkt im Räume — Parallelen zu den conjugirten Tangenten einer und 
derselben Krümmungscurve, so erfüllen diese Parallelen eine Kegelfläche 
zweiten Grades, deren Kreisschnitte parallel denen der gegebenen Fläche sind. 

Aus diesem Theoreme fliesst eine Reihe anderer, wenn man den 
Coordinatenanfang specielle Lagen annehmen, etwa in den Mittelpunkt einer 

11* 
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centrischen Fläche oder in den Scheitel eines Paraboloids fallen lässt. 
Weitere, grösstentheils schon von anderen Mathematikern aufgestellte Sätze 
ergeben sich aus der bekannten geometrischen Bedeutung von li und I2 *), 

sowie aus der Relation ^1^2=—-^^^ 

1 1 

Die Identität von — y- und — -y- mit den gewöhnlich angewandten 

elliptischen Coordiuaten leitet man am einfachsten ab, indem man die 
Gleichung der Fläche auf die Hauptaxen bezogen annimmt **). 
Für ein Paraboloid kann man beispielsweise: 

3 9 

ß y ^ 
und die quadratische Gleichung Z) ( A) = von der Gestalt annehmen : 



Dieselbe darf, da es sich nur um Punkte auf der Fläche handelt, von der 
Gleichung « = abgezogen und daher in die Form übergeführt werden: 

*' + — ^-2x + 4- = 0. 



1 1 

Die Grössen r4 = — ^ und r2=— j- sind also in diesem Falle die von 
Null verschiedenen Wurzeln der kubischen Gleichung für r: 

+ -^ 2x-r = 0. 



In derselben Weise würde man bei: 

/w« -.* »* 

finden, dass für Punkte x, y, z auf der Fläche die kubische Gleichung: 

^' w' s' 



a+T ß+T y+T 

1 1 

ausser der Null noch die Wurzeln — 5- und — -r- besitzt. 

IV. Als zweite Anwendung des in II. entwickelten Uebertragungs- 
princips wollen wir die sogenannten Circularcureen auf einer allgemeinen 

*) Cfr. Hesse, 30. Vorlesung, Gleichung 10. 

**) Eleganter, aber ausführlichere Entwickelungen heischend, ist die umgekehrte 
Methode, das Hauptaxenproblem erst durch Partialbruchzerlegung der in X rationalen 
Function D(l):J(X) zu erledigen. Man findet dabei, dass die Wurzeln der Gleichung 
dQ.) = die Grenzen bilden, zwischen welchen die Wurzeln von Z)(A) = liegen. 
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Fläche zweiten Grades behandeln. Die Differentialgleichung dieser Curven 
ist durch 

d8^ = dx'+dy''\-di'=-0 

dargestellt und besitzt bekanntlich für die conforme Abbildung der Fläche 
auf einer Ebene eine fundamentale Bedeutung*). 
Da die Gleichung: 

besteht, so wird der Ausdruck von da^ in den Differentialen dX^ und rfi^: 

dX] l,-X, dl] X,—X^ ) A 

oder mit Einführung der gewöhnlichen elliptischen Coordinaten t, = — -r- 
Die beiden Schaaren von Circularcurven haben also zu Integralgleichungen **) : 



ds' = 



und Tj = — 



const. 



fi -^-.x;Vr.-0 ''^+^fi A-nOi-.,^) ^'^ = 

auf Grund welcher die weitere Behandlung der conformen Abbildung ver- 
mittelst ©-Functionen in bekannter Weise erfolgen kann***). 

V. Die geodätischen Linien auf einer beliebigen Fläche zweiten 
Grades mögen als letztes Beispiel für die Beleuchtung der in II. ange- 
gebenen allgemeinen Regel hier betrachtet werden. Das erste Integral der 



♦) Man vgl. die berühmte Abhdlg. von Gauss über diesen Gegenstand in Bd. IV 
seiner Werke S. 193 ff. 

**) Man beweist leicht, dass für eine reelle Fläche und für t, >r, die beiden 
Grössen unter den Quadratwurzelzeichen positiv sind. Nach der von mir gegebenen 
Entwickelung auf S. 400 der JJcweschen Raumgeometrie (Z. 1 — 11 v. o.) ist z.B. 

z/f j von demselben Vorzeichen wie Das Product —A~^j( j 

stimmt daher in seinem Vorzeichen mit demjenigen von ^ Vi^t = *", — ^a überein. 

***) Man vgl. die Preisschrift des Herrn Schering (1858), sowie die Abhandlungen 
von Jacobi in diesem Journal Bd. 59 S. 74 und von Herrn Hoppe in den Math. Ann. 
Bd. II S. 504. 
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Differentialgleichung dieser Linien ist: 

{ut + u\ + f^).(p{dx, dy, rfa) + c(rfx' + rfy'+£/a') = 0*). 

Dasselbe ist von Joachimsthal geometrisch gedeutet worden und sagt aus, 
dass einem bestimmten Werthe der Integrationsconstantc c zyrei geodätische 
Linien entsprechen, welche durch einen beliebig gegebenen Punkt x, y, z 
der Fläche gehen und übrigens nur reell sind, wenn c^~' zwischen if* und 
^* liegt. Die beiden Tangenten an die geodätischen Linien sind nämlich 
die Schnittgeraden des Kegels zweiter Ordnung: 

(ti5 + t*l + t^)(^(f,i7,D + c(^ + ^^ + r) = 0, 
mit der Tangentialebene a^+6»? + c^ = 0, vorausgesetzt dass das System der 
Axen f, 17, ^ parallel zu dem ursprUnglichen durch den Punkt x, y, z 
gelegt ist. Unter Anwendung des in I. definirten Axensystems X, 7, Z 
und mit Berücksichtigung der Gleichungen 

X = 0, l,k, = ''Ay\ 

wird daher dieses Tangentenpaar analytisch dargestellt durch: 

X^Y' + l^Z'^-^^iY' + Z') = 0, 

1 1 
wird also nicht imaginär sein, so lange ^ cA ^ und -^ cA"^ entgegenge- 

setzte Vorzeichen besitzen. Gleichzeitig ergiebt sich vermöge Ersetzung der 

Grössen Y und Z durch ^^^ \^ und ^^ \^ , dass das erste Integral bei 

Einführung der Veränderlichen k^ und I2 die Gestalt annimmt: 

dA! dXl ^ Q 



oder bei Anwendung der Grössen t^ und tj diese andere: 



Mit Gebrauch des Zeichens 

ä(t) = T.{cA-'''T).T^J{-r-').A-' 
werden also die. Integralgleichungen für die beiden, einem gegebenen Werihe 



*) Cfr. Joachimsthal, dieses Journal Bd. 26 S. 156 und Hesse» Raumgeometrie, 
Vorlesung 23. 
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von c entsprechenden geodätischen Linien von der Form: 

J }/Ä(T.) V ^H(T,) 

üeber die weitere Betrachtung dieser Gleichungen, insbesondere über 
die Einfbhrang der hyperelliptischen Functionen an Stelle der Integrale 
vergleiche man die bekannte Abhandlung des Herrn WeierslrMs im Monats- 
bericht der Berliner Akademie 1861, p. 986 ff. 

Tttbingen, Anfang October 1877. 
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Beweis eines Satzes von den Oberflächen zweiter Ordnung. 

(Von Herrn Milinowski zu Weissenburg i. E.) 



In der Sitzung der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 
25. October 1877 bat Herr Weierstrass eine Mittheilung des Herrn Schröter „über eine 
den Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte analoge Eigenschaft gewisser Ober- 
flächen zweiter Ordnung^ vorgetragen. Der eine Theil dieser Eigenschaften lässt sich 
in folgendem Satze aussprechen: In dem einschaligen Hyperboloide, welches der Ort 
eines Punktes ist, dessen Abstände von zwei festen windschiefen Geraden in einem un- 
veränderten Verhältnisse stehen, sind diese Geraden solche conjugirie Strahlen, dass die 
beiden ihnen zugehörigen Ebeneninvolutionen (d. h. die Paare conjugirter Ebenen in Bezug 
auf das Hyperboloid, welche durch jeden der beiden Strahlen gehen) circulare sind 
oder aus Pcuzren rechtwinkliger Ebenen bestehen, Herr Schröter stellt „die vollständige 
und auf rein geometrischen und durchaus elementaren Constructionen beruhende Ab- 
leitung'^ dieses Satzes und eine Erweiterung desselben in Aussicht; da dieselbe noch 
nicht veröffentlicht ist, theile ich folgende Ableitung des obigen Satzes mit, die ihrer 
Einfachheit wegen vielleicht von Interesse ist. 

Es seien / und /' zwei windschiefe Gerade, a und a^ zwei aufeinander senk- 
rechte Ebenen durch I, welche /' in A' und A\ schneiden mögen; durch A' sei ^ eine 
beliebige Gerade, welche a^ in B trifft und auf ihr seien B^ und B^ zwei solche Punkte, 
dass ihre Abstände von / und P im Verhältnisse m : m' stehen, so ist zu zeigen, dass 
A'B durch ß,B, harmonisch getrennt sind. Zu dem Zwecke fällen wir BD, B^D^, 
B^D^ senkrecht auf die Ebene a, dann liegt BD in der Ebene a, und D auf /; die 
drei Punkte DD^D^ liegen auf einer durch A' gehenden Geraden; wir fällen ferner 
Z>j Cj und Z>, C, senkrecht auf / und ziehen B^ C, und B^ C, , so stehen auch diese 
Geraden senkrecht auf /; endlich fällen wir noch B^C^ und B^C'^ senkrecht auf f. 
Dann ist B^C, : B,C, = B^C^iB^C^ == m' : m, also B,C, : Ä,C; = B^C, : B^C^; 
weiter B.C,: B^C^ = B,A' : B^A' = B^D,: B.D^^ slUo B^C, : B,C, =^ B,D, : B^D^; da 
Z. B,Z>,C, = B.D^C, = 90^ so ist A B.D^C, co B,D,C^ und C,Z>, : C,Z>, = B,D^ : B^D^. 
Ferner B,D^ : Ä,0, = B,A' : B^A' = D,A' : D^A\ Aber C,D, : C^D^ = DD, : DD^, also 
D,A* :D^A^ = D^D :D^D, d.h. A'D sind durch D,D^ harmonisch getrennt und daher 
auch A'B durch B,B^, 

Weissenburg i. E., Februar 1878. 
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Sur les actions mutuelles des formes invariantives 

d6riv6es. 

(Par M. J. J. Sylvester, professeur ä Johns Hopkins University Baltimore, 

Etats-Unis de TAmörique du Nord.) 



J e comprends les invariants, les covariauts, les contravariants et toutes 
les formes qui d^rivent dans le meme sens d'un Systeme donn^ de Quan- 
tics sous le nom g^n^ral de derivees ineariantiees , et je vais ^tablir un 
principe qui rend ces formes f^condes et donne ä deux quelconques d'entre 
elles la facult^ de produire, par Taction de l'une sur Tautre, de nouvelles 
formes invariantives. Si Ton se bome aux invariants d'un seul Quantic 
ou d'un Systeme de Quantics, la mani^re de proc^der pour cette g^n^ration 
est presque Evidente d'elle-mfeme. Car soient F(a, 6, c, ...), (?(a, 6, c, ...) 
deux invariants du meme Quantic, ou du meme Systeme de Quantics, 
et ^crivons k la place de a, ä, c, . . . dans Tune de ces deux fonctions 

-r-, -=i-, -r-, ...: si Ion opfere avec la fonction ainsi modifi^e sur Tautre, 
da^ db^ dc^ ^ ' 

le r^sultat restera invariantif (sauf le cas dans lequel le r^sultat se r6- 
. duit ä z^ro ou k une autre constante num^rique). En effet, d^signons par 

a, 6, ... les Operations ^ , ^, ... et admettons qu'une Substitution quel- 

conque appliqu^e aux variables des Quantics donnds dont F et G sont 
les d^riv^es, change en a\ b\ c, . . . les (51dments donnds a, ä, c, . . . ; alors on 
aura d'aprfes un principe ^l^mentaire du calcul diff^rentiel 

•, da' i da' 

; , ■ df ■, db' , 



• • • 

donc la Substitution contraire k la Substitution en question changera a, 6, c, ... 

en a\ b\ d, ... Or F{a^ b^c,.. .) et G (a, b^c,.. .) ne subissant aucun change- 
ment, le r^sultat de l'op^ration de la premifere sur la seconde ne subira non 
plus de changement par une Substitution quelconque op^r^e sur les variables. 
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Ce raisonnement reste bon dans le cas oü Ton substitue k Tinva- 
riant G uii contrtwariant quelconque. Mais dans le cas g^n^ral, daus le- 
quel les variables entrent en m6me temps dans F et dans G, on a besoin 
de s'appuyer sur des consid^rations additionnelles d'un genre nouveau. 

Or je remarque que la formation d'un Quantie quelconque se com- 
pose de trois genres de quantit^s — des variables, — des parties litt^rales 
des coefficients et enfin — des multiplicateurs num^riques qui les aflfectent et 
qui forment, pour ainsi dire, T^quipement arithm^tique de la forme. Dans 
la vieille alg^bre ces multiplicateurs num^riques ont ^t^ r^duits ä l'unit^, 
dans l'alg^bre moderne on les ^gale aux nombres binömes ou polynomes. — 
Dans la th^orie que je vais produire on aura besoin de se servir d'un 
^quipement qui tient pour ainsi dire la moyenne entre les deux dont je viens 
de parier, c. ä. d. que le multiplicateur d'un ^l^ment quelconque sera la ra- 
cine carr^e du nombre binöme ou pol3rn6me qui lui serait ^gal^ dans la 
notation ordinaire des Quantics. Quand les multiplicateurs num^riques 
sont mis sous cette forme, je dirai que le Quantie est un Quantie präpari. 

Remarquons que, quel que soit T^quipement num^rique d'un Quantie, 
une Substitution quelconque op6r^e sur les variables induit une Sub- 
stitution corr^lative op^r^e sur les ^l^ments, c. ä. d. que si dans le Quantie 
{XüyfJib^vCj ...\x,yyZ,...yoii ^crit pour x, y, «, . . . des fonctions lin^aires 
de a:, y, a, ..., le Quantie se changera en un autre {lA^uB^vC, ...fx^y^z,...)* 
oü Ay B^ C, . , . seront des fonctions lin^aires de a, 6, c, . . . Qu'on s^- 
pare les coefficients qui entrent dans les fonctions Unfaires donn^es de 
Xy y, Zy . . .: on obtient une matrice ; — qu'on s^pare les coefficients qui 
entrent dans les fonctions lin^aires de a, 6, c, . . . : on aura une autre ma- 
trice, — et je dirai que cette seconde matrice est induite par la premi^re. 
Puisque les cliangemeuts peuvent 6tre effectu^s par des alt^rations insensibles 
on pourrait m6me sans trop d'incorrection affirmer que le mouvement des 
variables induit ou entratne avec lui un mouvement dans les ^l^ments d'une 
forme donn^e. L'ordre du d^terminant inducteur ne dopend que du nombre 
des variables, celui du ddterminant induit dopend en meme temps du nombre 
des variables et du degr^ de la forme par rapport aux variables. — 

On comprend le sens qu'il faut attribuer k la d^signation de matrices 
contraires. La matrice dont les termes servent k exprimer le Systeme des 
variables ^, ?y, ^, . . . en fonctions Unfaires des variables x, y, z, . . . et 
Celle dont les termes servent k exprimer les x, y, s, . . . en fonctions 
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Unfaires des ^, ?j, C, . . . seront appel^es matrices contraires *) et de m6nie 
les deux substitutions dont les coefficients sont donu^s par deux matrices 
contraires «eront appel^es substitutions contraires. 

Cela pos^, je suis en ^tat d'^noncer le suivant th^or^me fonda- 
mental. Dans un Quantic prepare deux substitutions contraires operees sur 
les variables induisent deux substitutions contraires operees sur les Clements. 
La pr^paration indiqu^e ci-dessus est la condition n(5cessaire pour la vali- 
dit^ du th^orfeme: si le Quantic n'^tait pas düment prepare de la ma- 
ni^re indiqu^e, des substitutions contraires appliqu^es aux variables n'in- 
duiraient point des substitutions contraires op^r^es sur les ^16ments. 
Avant d'entrer dans la d^monstration de ce th^or^me je rappellerai que la 
matrice produite par la multiplication de deux et cons^quemment d'un nombre 
quelconque de matrices et la matrice produite par la multiplication des 
matrices respectivement contraires aux premi^res, sont encore des matrices 
contraires entre elles — cet ^nonc6 suppose toutefois que les multiplications 
des matrices soient effectu^es de mani^re que leurs ^l^ments soient combin^s 
ligne par colonne ou colonne par ligne, mais non ligne par ligne ou 
colonne par colonne. 

Cohsid^rons pour un instant une matrice de la forme 

1 r' 



r 1 s 
s 



1 r 
t 1 



. 1 r' 
T 1 a' 

O 1 Q 

c 1 

oü toutes les places vacantes dans le carr^ dont la ligne des unit^s est 
une des digonales, doivent etre remplies par des z^ros. 

En se bomant aux termes de la premi^re dimension en r, «,/,... , 
la valeur du d^terminant est l—rr—ss—tf... Autant qu'il est permis de 
se servir de cette valeur approch^e, les d^riv^es du d^terminant par rapport 

*) Mot plus prdcis que celui dünverse ou de riciproque dont on se sert quelque- 
fois dans un sens plus vague quant ä la grandeur absolue des termes dont od parle. 

12* 
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\l r, »y t, ... auront les valeurs — r', —»', —f, ... et vice versÄ, donc en 
attribnant des valeurs infiniment petites ^ r, s, t, . .. et faisant ^vanonir 
chacane des lettres accentu^es, la matrice 

1 

r 1 
ff 1 
t 1 



[A.] 



aura pour sa contraire la matrice 

1 r 
1 7 
1 7 



1 

T 1 

a 1 
9 1 



[B.] 



\ 



1 T 

1 h 
1 



1 



oü r, ff, /, ... doivent ßtre remplac^es par — r, —«,—/,.. . 

J'^tablirai d'abord la loi de rinduetion des contraires dans le cas 
d'un Qnantic binöine düment pr^par^, x ei y dtant les variables et 
o, b, c, ... les ^l^ments. 

Si la loi des , contraires est vraie ponr des snbstitations dont la ma- 
trice a l'unit^ pour valeur de son d^terminant, eile sera vraie pour des snb- 
stitations quelconques. De plus on d^montre aisi^ment qne tonte snbstitntion 
an d^terminant = 1 op^r^e snr x, y pent 6tre effectu^e par trois snbstitntions 
simples snccessives, c. k. d. par les snbstitntions snccessives de x + hy ponr 
X, de y+Äa! ponr y et de x-^ly ponr x. Donc en vertu d'une remarque 
faite pröc^demment, la d^monstration cberch^e se r^dnit ä la d^monstration 
dans le cas d'une Substitution simple, c. k. d. de la snbstitntion de x-\-hy 
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pour X. Mais cette Substitution m6me peut etre effectu^e par une succession 
infinie de substitutions de la forme x + «y, oü « est une quantit^ infiniment 
petite: donc en vertu de la mßme remarque il ne nous reste qu'ä ^tablir 
la loi des contraires dans le cas oü Ton substitue x+sy au lieu de x 
dans la forme pr^par^e 

ax' + iiba^-' y + j/-^^^^ ex'-' y' + • • • + /^^^^ hx' y'^' + jfVkxy''' + ly\ 

Soit 

a'x'+^Vx'''y + '- + iiyxy'-' + ry' 

ce que devient la forme aprfes cette Substitution, de sorte que 

et posons 
YiB^^ry V2(i-1)« = «, l^3(i-2)€ = /, . . . y^2(f^ 1) « = «', yT« = r', 

la matrice de la Substitution par laquelle ay by Cy . . . se transforment en 
a'y b'y c'y . . . foHuera le cas particulier contenu dans la matrice [A.] lorsque le 
Systeme des quantit^s rySyt,... r, Oy p, que je d^signe ici par r, «,<,.. . /', «', r' 
est reversible, c. ä. d. que Ton a 

r ~~ I y 9 ~-" S y V — — fr • . • • 

Or au lieu de la Substitution ^ . op^r^e sur a?, y prenons la Substitution 

contraire _ . , c. k, d. la Substitution simple de y — « a? pour y : il est 

Evident que la forme de Substitution induite sera donn^e par la matrice [B.] 
aeec les mimes ealeurs de r, «,/,.. , /', «', r qu'auparavant. Mais ces deux 
matrices sont contraires. Donc le th^orfeme est d^montr^ dans le cas des 
formes binaires. Ün voit la n^cessit^ de la condition que le Quantic soit 
preparS quant ä son 6quipement num^rique. Car sans cela les deux ma- 
trices induites qui se trouvent toujours sous les deux formes [A.] et [B.], 
ne seraient plus contraires , car le Systeme des quantit^s Ty Syty ... /', «', r' 
^tant renvers^ dans ces deux formes et les lettres accentu^es et non-accen- 
tu^es ne conservant plus des valeurs identiques, les deux matrices [A.] et 
[B.] cesseraient d'etre corr^latives. 

Comme exemple du th<5or6me qui vient d'6tre ^tabli, consid^rons le 

cas tr6s- simple de la forme pr^par^e ax^'\-]/2bxy-\-cy'. 

Operons sur x, y la Substitution fx+gy pour x et hx + ky pour y 
(oü pour plus de simplicit^ je supposerai que fk—gh^ 1); les valeurs in- 
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duites en a, 6, c r^pondront ä la matrice 

i2fg fk+gh 1^2 Ä* 

g' }^gk k' 
dont rinverse, en n^gligeant le facteur commun fk—gh, sera 

*' - \^gk g' 

-/2ÄrA gh + fk -Hfg 

h^ ^ 1^2/Ä f 

qui est ^videmment la matrice d'induction qui r^pond ä la Substitution de 

kx—hy pour x et de —gx+fy pour y : c. ä. d. que les deux substitutions contraires 

[^Ky_ ^ f9 op^r^es sur les variables induisent des substitutions contraires 

op^r^es sur les ^l^ments a, 6, c. 

J'ajouterai deux observations dont la premifere trouvera son appli- 
cation dans la d^monstration g^n^rale et dont la seconde facilitera Tappli- 
cation du principe que je vais fonder sur la loi des contraires. 

1". II est Evident que pour preparer un Quantic, il n'est pas n^- 
cessaire que les multiplicateurs num^riques soient les nombres binömes 
eux-mfemes; il suffit que les rapports entre ces multiplicateurs soient les 
memes qu'entre les nombres binomes. 

2*\ Si Ton applique aux variables deux substitutions contraires dans 
deux Quantics ayant les memes dl^ments mais des multiplicateurs num^riques 
distincts, les substitutions Indultes seront contraires pourvu que les produits des 
multiplicateurs qui affectent le mßme ^l^ment dans les deux Quantics, suivent 
la loi des multiplicateurs dans un Quantic; pr^par^: ainsi comme cas 
particulier , si Ton introduit deux substitutions contraires Tune dans un 
Quantic de la fonne normale (a, b, c, ...$a?, y)', Tauti'e dans un Quantic 
oü les ^l^ments sont les m6mes mais ddpourvus de tout multiplicateur nu- 
m^rique (c. k. d. dans deux Quantics avec les mfemes ^l^ments, l'une ^erite 
Selon la m^thode ancienne, Tautre selon la m^thode moderne) les deux sub- 
stitutions Indultes sur les ^l^ments seront contraires. A Faide de cette re- 
marque on dvite l'inconv^nient d'introduire des racines carr^es qui doivent 
n(5cessairement disparaitre dans les r^sultats. 

Fassons k Tapplication du tli^orfeme sur les substitutions contraires. Soit 
F{a, b, Cy ... : x, y) un covariant d'un Quantic ou d'un Systeme de Quantics : ^crivons 
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• •• d d d ••• 

comme auparavant a, 6, c, . . . pour ^ , ^ , ^ • • • ; je dis que F{a, b, c, . . . : a:, y) 

poss^dera toutes les propri^t^s d'un contravariant, c. k. d. que si G{a, b, c, ... : a?, y) 

est un contravariant quelconque du m6me Quantic ou du mSme Systeme, 

• • • 
F{a, b,c,...:x^y) appliqu^ comme Operateur ä la forme G{a, b,c, ...:x,y) 

conduira ä un contravariant. Dans cet 6nonc6 on suppose toutefois que 
les Quantics soient exprim^s chacun dans leurs formes pr^par^es ou 
bien (ce qui revient au mfeme) que des deux formes F et G Fune appar- 
tienne ä un Systeme de Quantics pleins (c. ä. d. ä ^l^ments affect^s de 
nombres binömes) et Taufre ä un Systeme de Quantics vides (c. ä. d. ä 
616ment8 d^pourvus de multiplicateurs binömes). Sous cette condition la 
forme F^ G, c. ä. d. le r^sultat de Top^ration du covariant F sur le contra- 
variant G sera un contravariant du Systeme auquel G appartient. Si au 
contralre F est un contravariant et G un covariant le r^sulat F ^ de Top^- 
ration de F sur G sera un covariant. Dans ce qui suit je supposerai pour 
plus de simplicit^ que les formes dont il est question soient pr^sent^es dans 
leur forme pr^par^e. 

Je vais passer maintenant ä des g^n^rations de formes d^riv(5es que 
Ton obtient, si dans la forme d^riv^e F(a, 6, c, ... :a?, y) qui pourra 6tre co- 
variant ou contravariant, on remplace non seulement les ^l^ments a, 6, c, . . . 

* d * ft d 

par leurs inverses symboliques, c. k. d. par a=^, b = -Tr^ ^~rf~*"' ™*^® 
en mßme temps les variables Xy y par leurs inverses symboliques, c. k. d. 
par ^ = jT ? y ^ ~d~' ^^^* * ^^ ^^ devient F aprfes ce remplacement, de 

• • • • • 

Sorte que 4> = Fia, b, c...: Xyy)^ et soit G {a^b^c, ...\x^y) une seconde 
forme d^riv^e du mßme Systeme, qui pourra 6tre covariant ou contra- 
variant; cela pos^, suivant que le produit F.G (c. k. d. Fia, b, c, .. .: x^ y) 
multipli^ par G (a, b^ c, ...: x, y)) est un covariant ou un contravariant, le r^- 
sultat * 5K ö de Top^ration de * sur G sera ^galement un covariant ou 
un contravariant. 

Consid^rons encore Topi^ration W qui rdsulte d'une forme d^riv^e F 

lorsque, sans älterer les 61^ments, on remplace seulement les variables x^ 

d d 

y par leurs inverses symboliques a? = ^ , y = ^. Dans ce cas comme 

dans celui que nous avons consid^r^ en premier lieu et dans lequel on 
remplagait seulement les ^l^ments (et non les variables) par leurs inverses 
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symboliques, le caractöre de F est renvers^, de covariant il devient contra- 
variant et vice versa. En un mot: une seule in Version symbolique renverse, 
deux inversions simnltan^es reproduisent le caractfere de F. Ces propositions 
n'ont pas besoin d'etre d^montr^es formellemeut, elles d^coulent comme 
cons^quences des deux principes: 

1". que la marche du mouvement d'un Systeme quelconque de lettres 
et de leurs inverses symboliques est contraire, 

2". que les mouvements iuduits dans les ^l^ments *) d'un Quautic 
prepare par deux mouvements contraires des variables sont eux-mfemes 
contraires. 

Donnons le nom de diff^rentiant-en-or k une fonction D' des ^l^ments 
d'un Quantic binaire ou d'un Systeme de plusieurs Quantics binaires, 
qui ait la propri^t^ de rester la meme apr^s la Substitution de x+hy au lieu 
de X, c. k. d. qui dans la notation pleine d'^l^ments affect^s de multi- 
plicateurs binömes satisfasse k l'identitd 

2{ab + 2bc-^Scd + '*' + iki)D' = 0. 

De meme soit '/? un diff^rentiant - en - y , e. k. d. une fonction des 
^l^ments qui satisfasse k Tidentite 

-2:(e6ä + (f~l)c6 + . .. + /&)'/) = 0. 
Pour les Quantics pr^par^s ces ^quations prennent la forme 

(1.) 2{yttab+VW^i)bc+'- + l/2{n-l)hk + }fnki)D' = 0, 

(2.) :S{}^nhä+]/2{n^cb + '^. + y2{n^i)kh^ = 0. 

On sait que D* sera toujours le coefficient de la plus haute puissance de 

X dans quelque covariant du Systeme et '/? celui de la plus haute puissance de 

X dans quelque contravariant : et puisque en substituant au lieu des ^l^ments 

leurs inverses symboliques le r^sultat de son action sur le covariant sera en 

vertu de notre demier th^orfeme un covariant et le coefficient de la i)lus 

haute puissance en x un diff^rentiant-en-a?, on en tire la cons^quence que 

Taction d'un diff^rentiant-en-y rendu operatif (par Inversion symbolique) sur 

un diff^rentiant - en - o: donnera naissance k un diff^rentiant-en-a?; ce qui 

• • • • 

revient k dire que si * est une fonction (des syst^mes de a, b^ c, . . .) qui 



*) De la combinaiBon de ces deux principes il rösulte que le second principe 
peut ctre 6aonc6 non seulement pour les ^l^ments mais ^alement pour leurs inverses 
symboliques. 
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• • • 

satisfait k 1 6quation (2.) quand on y reinplace ö, 6, c, ... par a, b, c, ... 
et a, b, Cy . . . par — ;-, — r-, — r-, •.. c. k. d. par a, 6, c, ... et que si D' 

satisfait ä T^quation (1.), alors *Z)' doit satisfaire ä la m£me ^quation (1.). — 

Pour donner une d^monstration ind^pendante de cette conclnsion, je 

nommerai i2' l'op^rateur qui r^duit D' k z6ro, 'i2 celui qui r^duit 'D k z6ro. 

La d^monstratiou restant essentiellement la m£me dans le cas d'un Systeme 

et dans celui d'un seul Quantic, on se bornera pour plus de simplicit6 

k ce demier cas, ce qui pennet de supprimer les sigues de sommation {JS). 

Evidemment la proposition qu'on veut ^tablir sera vraie si les deux op^- 

• • • 

rations *i2' et i2'* que Ton obtient en appliquant Top^ration * et Top^- 

ration i2' Tune aprfes Tautre dans un ordre diflf^rent, ne diflP&rent pas entre 

elles, ou ce qui est la mSme chose, si *i2' et i2'* ne diff^rent pas en 
puissance operative. 

Or bomons-nous pour le moment k un seul terme quelconque, p. e. au terme 
Ip q contenu dans i2' (A ^tant un nombre) et consid^rons la diflf^rence entre 
l'op^ration de ;> g * et de *pg. Comme ce n'est que Texistence de /? en * 
qui produit cette diff^rence, ^tudions TefiFet de chaque terme üifp* s^par^ment 
oü M ne contient pas p. D'apr^s le th^or^me de Leibnitz la diff^rence 

entre l'effet de p\pq) et de pq{p*) sera qip'~^, c. k d. q—^(p^ ou bien 

qp{p% 

* * * * 

Donc la valeur de la diff^rence operative entre pq<i> elt ^pq sera 
qp4^ et cons^quemment la valeur totale de la diff^rence entre i2* et *i2 
sera 2{l qp *), c. k. d. eile sera ce que S2! devient quand apr^s avoir renvers^ 

• • • 

Vordre des lettres dans chaque conjonction ab, bc, crf qui s'y trouve, on 
remplace les lettres non - accentu^es par les lettres une fois accentu^es et ces 
derni^res par les lettres deux fois accentu^es, ce qui fait voir que la 

diflKrence operative entre *i2 et 12* sera nulle, vu que par hypoth^se 

• • • • 

*(a, 6, c, ...) est un diflP6rentiant - en - y de l'expression dans laquelle se 

change le Quantic donn^ (ou bien les Quantics simultanes donn^s) quand 

* * * 
on y remplace les Clements a, b, c, . . . par leurs inverses a, b, c, ..., 

et que i2' se change en 'S2 quand on renverse Vordre des Clements. 

J'ajouterai un seul exemple pour illustrer ce r^sultat, et pour ^viter Temploi 

des racines carr^es je me servirai de la forme pleine pour les op^randes 

et de la forme vide pour les Operateurs. 

Joarnsl für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 2. 13 



98 Sylvester, acHons mutuelles des formes invariantives dMties. 

Soit donn6 le Quantic {x^yf et choisissons-en le discriminant 

o V + ^& + 4rf6' - 36' c' ~ %abcd. 

DiflF^rentiant par rapport k a cet invariant que je regarde pour Tinstant 
comme un diflF6rentiant-en-y, j'obtiens le nouvean diflf^rentiant - en - jf 

ad'-Ucd + ie. 
Pour obtenir Top^rateur qui y r^pond par rapport ä la forme vide, 

il fant ^crire "3-? -3- »^ ü^^ ^^ *> c, ce qui donne T Operateur 

2l'ad^-Ucd+2&. 
Appliquons cet Operateur au diflF6rentiant-en-a:, que Ton obtient en multi- 
pliant le discriminant par ac—V^ et qui est 

4a'c*-7a6V-(6a'6rf+36*)cH(a'rf'+10a6^d)c~a'6V'-46*rf. 
Le r^sultat des di£f^rentiations indiqu^es sera 

192a'c-84a6'-270a6H108a'c-108o6H162ö'c = 462a(ac-6'), 
ce qui est 6videmment un diflf^rentiant - en - a?, comme il doit 6tre. Fassons 
rapidement^ ä T^tablissement des th^or^mes analogues relatifs aux formes 
d^riv^es d'un nombre quelconque de variables. 

La loi des mouvements contraires 6tant vraie pour les Quantics 
binaires düment pr^par^s, sera ^galement vraie pour les Quantics temaires 
pareillement pr^par^s. Car soit « le degr^ d'un Quantic dans ses va- 
riables Xy y^ z; qu'on le ränge suivant les puissances ascendantes de z, 
6videmment chacun des Quantics binaires qui multiplient ces puissances 
sera düment pr^par^. Le premier aura pour son ^quipement num^rique 
les racines carr^es des nombres binömes de Vordre i, le second les racines 

carr^es des nombres binömes de Vordre «—1 multipli^s chacun par Vi, le 
troisi^me les racines carr^es des nombres binömes de Vordre «—2 multipli^s 

chacun par l/«— i— et ainsi de suite. Or il est facile de voir comme 

auparavant que le th^or^me sera vrai pour des substitutions quelconques s'il 
est vrai pour les substitutions pour lesquelles le d^terminant est Tunit^, et 
chaque Substitution de ce demier genre peut 6tre eflfectu^e par une succession 
de substitutions simples de la forme x+hy; y + kz etc. Donc on n'a besoin 
que de d^montrer le th^oröme pour une seule Substitution de ce genre 
comme x+hy: mais pour cette Substitution, tous les Quantics en x, y 
dont j'ai parl6 ^tant düment pr^par^s, on a d^jk d^montr^ que le th^oröme 
est vraL Donc le th^or^me est vrai pour chaque Quantic temaire. De la 
m6me fa9on on passe des Quantics ternaires aux Quantics quaternaires et 
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de m6me progi^essivement aux Qnantics d'un nombre quelconque de va- 
riables. De plus il est facile de voir que la d^monstration peut 6tre ^tendue 
Sans difficult^ ä des Qnantics mnltipartites , c. ä. d. contenant nn nombre 
quelconque de syst^mes de variables: car chacun de ces syst^mes 6taut 
assujetti ä une Substitution ä part, le Systeme des ^l^ments subira une Sub- 
stitution compos^e des substitutions Indultes par* chacune des substitutions 
partielles relatives ä un Systeme isol^ de variables. De plus deux sub- 
stitutions contraires appliqu^es ä un quelconque des syst^mes de variables 
induira deux substitutions contraires appliqu^es aux 61^ments. 

Si pour donner plus de simplicit6 aux ^nonc^s, on se borne 
au cas de Qnantics unipartites on peut r^sumer les cons^quences qui 
d^coulent des principes ^tablis en affirmant qu'une d^riv^e invariantive 
d'un Systeme quelconque de Qnantics unipartites pr6par6s reste une d^- 
rivee invariantive, quand on substitue pour les variables ou pour les 
^l^ments ou pour les unes et les autres simultan^ment, leurs inverses 
symboliques avec la distinction que sous la premifere supposition le ca- 
ractöre est chang^ dans son oppos6 et sous la derni^re il reste le 
m^me. — Dans mes premiers m^moires sur ce sujet dans le Quarterly 
Journal of Matbematics j'ai d6jk donn^ substantiellement cette loi en me 
servant de la forme pleine pour les op^randes et de la forme vide pour les 
Operateurs — mais je crois que personne n'en a Jamals donnö la preuve. — 
C'est rid^e lumineuse et trös-inattendue de la loi des mouvements contraires 
relative aux Qnantics prepares qui simplifie la th^orie et en rend la 
d^monstration presque intuitive. 



Cependant ce n'est que par exception qu'on doit se servir de la 
forme priparee pour d^signer les Qnantics. — Parmi les autres avan- 
tages de la notation ordinaire on peut citer la permanence de chaque ex- 
pression d'un diflf^rentiant, c. ä. d. qu'un diflf^rentiant qui appartient ä un 
Quantic d'un degr6 quelconque restera un diflf^rentiant de tont Quantic 

contenant le mßme nombre de variables d'un degrö sup^rieur. Car soit 

• • • 

£l = ah-\-2bc-\ Vikl et *QF(a, 6, c, .../) = 0, il est Evident que si l'on 

augmente £1 par des termes additionnels (t-F V)lm+ etc. et que l'on d^signe 
par i2i l'op^ration i2 augment^, on auia i2j F{a^ b,c,...l) = 0. Dans cette 
notation un covariant ou contravariant qui appartient ä un Quantic quel- 
conque donn^, appartiendra done ^galement k tont autre Quantic com- 

13* 
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po8^ du mSme nombre de variables et qui, en d^pendant des mSmes ^1^- 
ments, s'^l^ve pourtant ä un degr6 sup^rieur*). 

De plus il y a dans cette notation des moyens qui permettent de 
donner ä un diflf^rentiant unique la facult^ de propager, pour ainsi dire, 
son esp^ce, sans agir sur une autre forme du mSme genre et sans en subir 
l'action. — Voici un exempie de ce genre de propagation. Soit F{a, b,Cy...t) 
un diflf^rentiant - en - a: d'un Quantic binaire donn4 (a, b^c,... l\x, y)\ de 
Vordre j dans les 61^ments, remplaQons les ^l^ments a, 6, c, . . . / de F par 
^UY Sil ^21 ••• Sj^ oü 8g signifie la somme des puissances q^^^^ des racines 
— du Quantic donn^; alors a^F(«ü,«i, «2, •••*;) restera encore un diflf^- 

9 

rentiant-en-a: du mSme Quantic, /i ^tant un nombre 6gal ä Vordre du diflF6- 
rentiant transform^. En eflfet les formules connues du calcul diflKrentiel pour 
passer d'un Systeme donn^ de variables ind^pendantes ä un autre, ^tant appli- 

qu^es ä la transformation de Texpression -^ [- -^ 1 1- -^ — , oh «i , «j 7 • • • «. 

designent les valeurs de — qui annulent le Quantic donn6, cette ex- 
pression se transformera dans l'une et T autre des deux expressions 

[a6+26c+3crf+—], [«(i»i+2m2 + 3«2«3 + •••]• 

• • 

Par cons^quent Tidentit^ {ab + 2bc+*")D = 6tant satisfaite, Fidentit^ cor- 

r^lative («(|ii+2«i«2+"0^ = ö le sera ^galement, ^ d^signant la transform^e 
de D Selon la r^gle donn^e, et comme ä chaque diff6rentiant appartient 
un seul covariant dont il constitue un coefficient principal, on a le moyen 
de passer par une Substitution facile d'un invariant ou covariant ä un autre 
covariant qui sera en g^n^ral d'un degr^ diflf^rent par rapport aux variables. 
Ainsi par exemple si Ton regarde Tinvariant aa— 46rf+3c^ appartenant au 
Quantic (a, 6, c, d, e$x, y^ comme un diflf^rentiant - en - a?, on voit que a, ß, y, cT 

^tant les quatre valeurs de — qui annulent le Quantic donn^, 



*) II peut arriver qu'un dififörentiaut qui est irröductible pour un degrö domiä de 
son Quantic cesse de l'etre pour un degr6 supörieur. Cela a lieu, par exemple, dans 
le cas du discriminant de la forme binaire du troisi^me ou du cinqui^me degrä (il va 
sans dire qu'en devant le degrö, on augmente en meme temps le nombre des 616ments). 
II y a donc des diffi^rentiants qui sont absolument irröductibles et d'autres qui ne le 
sont que conditionnellement. Ainsi a'd — 3a6c-f-26' appartient ä la premi^re catögorie, 
a'd* + 4ac • + 4rf6 ' — 36 V -- 6a&crf i la seconde; car en Tattribnant au Qiiantic (a, 6, c, d, c Jx, y ) *, 
il peut etre exprim6 sous la forme (ac— 6')(a6— 46d + 3c')— a(ace— ad'+26cd--c*— 6*c), 
c. k. d. il devient une fonction enti^re des quatre diffiSrentiants 

a, ac — 6', ae — 46rf + 3c*, ace — ad'-|-26cd — c' — 6V 
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sera aussi un diff^rentiant - en - rr du Quantic donn^. On v^rifie ais^ment 
que cette expression est: 

ainsi rinvariant ae—4:bd+Sc^ donne naissance au diflf^rentiant ac—b'^ dont 

le poids est 6gal ä —^ 2 et qui par cons^quent sert ä d^terminer un 

covariant quadratique de Vordre 2 dans les ^l^ments. Ainsi un invariant 
a servi ä produire un covariant. La double repr^sentation des diflf^rentiants 
au moyen des ^l^ments et au moyen des racines, foumit une d^monstration 
d'un th^or^me assez important dans la th^orie des partitions qu'il serait 
peut-6tre difficile d'^tablir par une d^monstration directe. Voiei en quoi 
consiste ce tWorfeme. D^signons le nombre de mani^res de composer un 
nombre n avec j des nombres 0, 1, 2, ... « par {n:ij): on sait que 
(n:ifj)=:{n:j\%) et Ton voit sans peine que si m+fi = ij, {fn:i^j) = {u:iyj). 
Cela pos^, le th^or^me en question affirme que pour les valeurs de 

m qui n'excfedent pas -^, {m\i,j) peut 6tre 6gal ä (iw— 1:», /) ou plus 

grand que ce nombre, mais non plus petit que ce nombre, ou, ce qui revient 

• • 

au mSme, que si m est plus grand que ^ , (m : i,j) ne peut pas 6tre plus grand 

que (m — 1 : «, j). L'une de ces propositions implique Tautre en vertu de l'^galit^ 
{tn:i,j)=^(ij''m:i,j). C'est la premiöre que je veux ^tablir et je T^ta- 
blirai au moyen de la seconde. Cette d^monstration ^tant accomplie je ferai 
une g^n^ralisation facile et du th^orfeme et de la d^monstration qui y con- 
duit, pour en faire Textension aux syst^mes de couples i,j. 

En vertu de T^quation £2D = 0, on sait selon Tobservation pr^cieuse 
que M. Cayley a fait le premier, que le nombre de diff^rentiants lin^aire- 
ment ind^pendants de l'ordre j dans les ^l^ments, qui appartiennent ä un 
Quantic binaire donn^ du degr^ i dont le poids par rapport ä x est w^ 

doit 6tre 6gal ä («? :»,i) — («? — 1 :»,i). 

Sans mSme se servir de cette proposition qui est certainement vraie 
mais qui exige la v^rification de l'ind^pendance des ^quations qu'on obtient 
en satisfaisant ä l'identit^ £ID = 0, on peut affirmer avec une certitude absolue 
que le nombre des diff^rentiants dont il s'agit ne peut pas itre inferieur ä 
(tu :i,j) — («?— 1 :i,J), ce qui suffit pour la d^monstration propos^e. Or je 
dis qu'il ne peut pas exister de diff^rentiants pour lesquels w est plus 

grand que -^- Car en vertu de Tidentit^ £l=^a2-^ un diflförentiant quel- 
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conque doit ßtre de la forme 0^-2* (a — a') («"—«'") (a^^—a^)... oü le nombre 

des factenrs est w et chaque a une des i valeurs de — qui annulent le 

Quautie donn^ du d6gr^ i, bien entendu qu'il n'y a nulle restriction sur la 
r^p^tition des mßmes racines. L'ordre de cette fonetion sym^trique relatif aux 
coefficients 6tant j, on en conclura d'aprös un th^or^me connu de Talgöbre ordi- 
naire qu'aucune racine a ne peut se präsenter plus de j fois, mais dans chaeun 
des w facteurs il paraltra deux lettres; donc le poids v) est la moiti^ du 
nombre total de ces apparitions. Or puisque nulle lettre ne paratt plus de 
j fois, le nombre total de ces apparitions aura ij pour son maximum et cons6- 

quemment la valeur maximum de t«? est -^ , c. ä. d. qu'il n'existe pas de 

diflf^rentiants pour lesquels u) exQ^de -^; donc comme il existe toujours 

(«^ -^i) ■"(*'' —l-^i) ^^ tnoins (je dis au moins pour ne pas m'appuyer sur 
la v^rification de Tind^pendance cit6e plus haut), il s'ensuit que, pour 

w > -*^- , {w : i,j) ne peut pas exender (ir— 1 ; «,/) et par cons^quent que pour 

• • • • 

tu = -^ ou pour tt? <-^, {^'ifj) ßß pöut pas etre plus petit que (tt?— 1:«,/) 
ce qu'il fallait d^montrer. On peut ^tendre ce raisonnement en se fondant 
sur la proposition que pour un nombre quelconque de Quantics, p. e. pour 
deux Quantics {ayb,c,...l]ix,yy, {a',b',... f'Jix^yY le nombre des diffi^- 
rentiants du poids tv en x, de Vordre j dans a, 6, c • . . et de Vordre / 
dans a\ V^ ... a pour expression ou au moins pour valeur maximum *) 
la diflf^rence entre deux d^num^rants dont Tun est le nombre de Solutions 
en nombres positifs entiers du Systeme 

a?i+2a:2 + ---+ia7+»i + 2y2H h/y>' = w, 

et Tautre le d^num^rant du systfeme qui en r^sulte lorsqu'on y remplace 
w par tt?— 1. En suivant cette voie et apr^s avoir d^montr^ par la mSme 
m^hode dont on s'est servi ci-dessus et k l'aide des fonctions sym^triqnes 
des racines des deux Quantics donn^s que la valeur maximum de v) est 

^^2^ ' ^^ arrivera ä cette conclusion analogue que la valeur de la diflB^- 
rence entre ces deux d^num^rants ne peut jamais 6tre negative, conclusion 
({ui reste vraie en g^n^ral. A ce r^sultat on peut donner l'^nonc^ remar- 

'^) Abstraction faite de rindöpendance non dömoDtröe des öquations donntos par 
Tapplication de rop6rateur (a-^r- + 26-^ — |- — J + («'-irr +26'-^-7- + --\ 
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qnable: Que Ton d^veloppe snivant les paissances Ae a, b, c . . . \e pro- 
duit d'un nombre qnelconque de fonctions 

(l-a)(l-aO(l-aO ... (l~a«0 X 
{l--b)a-bt)a-bf) ... (1-6/*) X 

(l-c)(l-cO(l-c/') ... (1-cO X 



que Ton cherche dans ce d^veloppement la fonction de / qui mnltiplie un 
produit quelconque donn^ de poissances de a, 6, c . • .; cette fonction 
ordonn^ suivant les paissances ascendantes de / pr^sentera une s^rie de 
coemeients num^riques distribu^s sym^triquement aiitour de son mUieu et 
ayant des valeurs non d^croissantes depnis l'une des extr^mit^s jusqu'au 
terme uniqne ou jusqu'aux deux termes qui fonnent le milieu de la s^rie. 

L'importance de cette proposition ponr la throne des invariants con- 
siste dans le fait qu'elle ^nonce et d'apr^s lequel Fexpression analytique 
du nombre des diff^rentiants lin^airement ind^pendants d'un syst&me de 
Quantics binaires donn^ est toujours an nombre positif ou nul, pourvu que 
ces diff^rentiants soient d'une forme concevable, c. ä. d. que le poids donn6 
w n'exc^de pas le maximum dont il est susceptible. Au contraire, pour 
les diflf^rentiants inconcevables , c. k. d. dont le poids donn6 exc^e le 
maximum, Fexpression analytique du nombre est toujours n^gatif ou z^ro. 
La loi de Taccroissement et du d^croissement cit^e ci-dessus peut 
6tre exprim^e au moyen d'une transformation facile ä v^rifier. En ce 
bomant au cas d'un seul Quantic on a T^nonc^ qu'en repr^sentant par 
x{ff) un des deux produits 

(l-2acosö+a')(l-2acos3ö+a') ... (l-2ocos (2^+1)0+0'), 
(l-a)a-2aco82ö+o')(l-2aco84ö+a') ... (1- 2a cos 2^0 + 0'), 

la fraction — Tzy d^velopp^e selon les puissances positives de a et les sinus 

des multiples de 6 sera omnipositive, c. k. d. ne contiendra que des coeffi- 
cients num^riques positifs. — La mSme conclusion aura lieu quand on mul- 
tiplie ensemble plusieurs fonctions de l'une ou l'autre forme de /, savoir 
X{^9 99 0)x{^\ ^9 ö) ••• En dösignant par /7/(ö) ce produit, le d^veloppement 

de ^ ^ V suivant les puissances de o, o', o", ... et leurs combinaisons et sui- 
vant les sinus des multiples de sera omnipositif. — 

II paratt que ce th^or^me reste vrai quand on consid^re la fonction 
enti^re fAaOIIxO au lieu de la fonction fractionnaire, mais je n'en poss^de 
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point de preuve. Dans le cas simple de sinö/ö cela reviendrait ä T^nonc^ 
que les coefficients des puissances de t dans le d^veloppement de 

{l + a)il + at){l + at^)...{l+at) 
qui forme ^videmment une s6rie sym^trique, jouissent de la m6me propri^t^, 
que les coefficients du d^veloppement de la fonction r^ciproque, c, ä. d. 
que les valeurs des coefficients peuvent augmenter ou rester stationnaires 
en passant de Tune ou Fautre extr^mit^ de la s^rie vers le milieu, mala 
qu'elles ne peuvent jamais d^croltre. — II paralt qu'une proposition ana- 
logue peut 6tre avanc^e pour le produit (p(l) (p{t) (p{f) ... (p{f) oü q){x) 
signifie l + aa?+öVH ha/a^, et pour des formes encore plus g^n^rales. 



Dans les recherches pr^c^dentes je suis tomb^ sur une d^monstration 
exacte du th^or^me fondameutal de la throne des invariants, th^or^me qui 
a ^t^ accept^ comme vrai par son illustre auteur M. Cayley sur la foi d'une 
induction ä posteriori purement empirique et dont Texactitude a 6t^ r^voqu^e en 
doute par un 6crivain distingu^ sur lefi formes binaires, apparemment en cons^- 
quence d'une m^prise relative ä l'explication donn^e par M. Cayley sur la 
source de la conclusion erron^e qu'il avait ^nonc^e sur le nombre des in- 
variants fondamentaux pour les degr^s snp^rienrs. 

On d^montre facilement que si D{u):i,j) est le nombre des diflK- 
rentiauts lin^airement ind^pendants *) de Vordre j\ du poids u) et qui ap- 
partiennent ä un Quantic binaire du degr^ t^ 

D{w:iJ)== ou :>{tD:i,j)-{w-l:i,j), 
diflKrence que je d^noterai d^sormais par J(w:iyj). Cette conclusion est 
une cons^quence imm^diate de Tidentit^ i2Z) = 0, D 6tant un diff^rentiant 
quelconque du Quantic {a, b,Cy... t^x, yY et i2 Top^rateur 

Mais pour ^tablir le th^or^me en question c. ä d. T^quation 

D{w:i,j) = J{fD:i,j), 
il faudrait avoir prouv^ Tind^pendance de toutes les ^quations entre les con- 
stantes ind^termin^es, que l'identit^ S2D = foumit (en regardant D comme 
une fonction compos^e des combinaisons des a, b^ c, ... multipli^es cha- 
cune par une teile constante) — ce qui n'a jamais €i€ fait et oflfre des 
difficult^s presque insurmontables si Ton se propose de r^soudre la question 

*) Pour plus de commoditö je dirai difförentiants libres au lieu de diffl6rentiants 
lin^iremeot ind^pendants. 
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par escalade. — Je ßuivrai une marche diff^rente — commen^ant par Fal- 
temative d'^galit^ ou de sup^riorit^ entre D et J^ je d^montre que la 
demi^re est iuadmissible — riud^pendauce dont j'ai parl^ est donc une 
cons^quence et non la clef de la d^monstration. — Lorsqu'un Operateur 
quelconqne * satisfait ä l'^quation *F= G, je dirai dans ce qui suit que 

* transforme F en G, et lorsqu'on a identiquement *F=0, je dirai que 

* annule F. 

Je remarque que D{0:i,j)= 1 parce que dans tous les cas il y a 
un seul diff^rentiant-en-a? libre du poids z^ro, ä savoir une puissance de a: 
d'autre part (0:t,7), c. k. d. le nombre de maniöres de composer z^ro 
avec 0, 1, 2, 3, ... » prises j ä j est aussi = 1, par cons^quent la relation 
D{w:iJ)^J{w:iJ) foumit 

D{w:iJ) + D(fv-l:i,j) + D{w-2:iJ) + '- + D{0:iJ)^{tv:iJ) 
oü le Symbole ^ signifie „est 6gal k ou plus grand que." 
De plus on aura 

D{w:i,j)+2D{w-l:i,j) + W{fv-2:i,j) + ''' 



ce qui est vrai pour toutes les valeurs de w. Je supposerai k präsent que ir 

ait la valeur -^ pour ij pair et la valeur ^^^ pour ij impair. Dans ce 

cas la somme qui forme la seconde partie de la demi^re relation devient 
^videmment ^gale au nombre des combinaisons j k j (avec r^p^titions) 
form^es des (f+1) chiflFres 0, 1, 2, 3, . . . i, et assujetties k la restriction 

que la somme des chifires d'uue combinaison n'exc^de pas -^: nombre de 

combinaisons que je d^noterai par P(«,7). 

Rempla^ons chaque diflf^rentiant qui fait partie du groupe dont le 
nombre est Z)(ir:«,J), de meme du groupe dontle nombre esti)(ir— l:»,y) etc. 
par le covariant qui y correspond. — Le degr^ de ces covariants par rapport 
aux variables ^tant, pour une valeur quelconque de tv^ y — 2ir, les degr^s 
des covariants dans les groupes successifs seront 1, 3, 5, . . . dans le cas de 
ij impair , et 0, 2, 4, . . . dans le cas de ij pair. Imaginons que chaque 
coefficient de chacun de ces covariants soit repr^sent^ par une dame d'un 
damier, qu'on se bome k prendre le premier coefficient des covariants du 
premier groupe, les deux premiers coefficients des covariants du second groupe, 
les trois premiers du troisi^me groupe etc., on peut alors former un triangle 
rectangulaire de piles des dames. La pile au sommet contiendra i)(fr:t,j), 
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les deux piles qiü suivent D{w—l:i,j)^ les trois piles qui suivent 
D(tt? — 2:f,y) chacuiie, et ainsi de suite. Le nombre total des dames sera 
la fonction qui est ^Z' («,/). 

Pour donner plus de pr^cision k cette Image je remarque que les 
dames dans la premifere colonne verticale repr^sentent des diff^rentiants et 
que chaque pile ä la base se r^duit n^cessairement k une seule dame, doiit 
la partie essentielle (abstraction faite de la partie num^rique qui «'a pas 
d'influence sur le raisonnement et que je n^gligerai dans tout ce qui suit) 
n'est autre chose qu'un coefficient du Quantic du degr^ i 6\e\& k la 
puissance j. 

Remarquons que, d'apr^s une propri^t^ bien connue des covariants, 
chaque quantit^ dans la premi^re colonne sera annul^e par S2, dans la 
seconde par (ß)', en g^n^ral dans la ^«me par {S2y et que Top^rateur (12)^"-* 
appliqu6 k un terme de la ^^me colonne produit le diflf^rentiant qui se trouve 
k la premi^re place de la meme horizontale avec ce terme. 

Remarquons encore qu'en avan^ant de gauche k droite dans la m6me 
horizontale, les poids des quantit^s augmentent d'une unit^ de Tune k Tautre, 
qu'au contraire, en avangant de haut en bas dans la meme verticale, les 
poids des quantit^s diminuent d'une unit6 de Tune k Fautre, de sorte que 
dans une ligne diagonale descendante (de gauche k droite) ou ce qui est 
la mßme chose, parallele k Thypot^nuse tous les termes sont de poids ^gal. 

Or j'affirme que nulle liaison Unfaire ne peut exister enti*e les quantit^s 
du triangle en question. Evidemment ce n'est qu'entre les quantit^s iso- 
bariques qu'une teile liaison serait imaginable. Prenons une ligne quel- 
conque parallele k Thypot^nuse ou bien Thypot^nuse elle-meme. 

1". Je dis que nulle ^quation lin^aire ne peut lier des quantites 
qui se trouvent exclusivement dans une seule pile. Car si cette pile se 
trouvait dans la q^^^ colonne, en vertu du fait que Top^rateur {Sly^ fait naitre 
de chacune d'elle le diflf^rentiant qui se trouve k la premi^re place de la 
mSme ligne horizontale, la liaison suppos6e subsisterait encore entre des 
diflF6rentiants d'une meme pile, ce qui est contraire k Thypoth^se de la con- 
struction. 

2". Je dis que nulle ^quation lin^aire ne peut lier les quantites qui 
se trouvent dans des piles distinctes. En eflfet, supposons donn^e une relatiou 
de ce genre, d'apr^s la condition du poids 6gal il ne peut y avoir dans 
chaque colonne qu'une seule pile comprenant des quantites qui cutreiit dans 



• • 
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r^quatiou siippos^e. Soit q le rang de la coloiine la plus avanc^e qui 
renferme une pile comprenaiit des quantit^s li^es entre elles par T^quation 
lin^aire. L'op^rateui- il^ appliqu^ au premier membre de T^quation qui 
exprime cette liaison, un norabre de fois inf^rieur k j^l produira une ^quation 
d'une forme analogue. Mais lorsqu'on applique Top^rateur (*ß)'""S toutes 
les quantit^s comprises dans des colonnes d'un rang inf6rieur ä q seront 
annul^es, tandis que eelles qui sont comprises dans la pile de la q^^^ co- 
lonne, seront transform^es en des diff^rentiants appartenant ä la mSme ligne, 
c. ä. d. qu'il y aurait une liaison Unfaire entre les diff^rentiants d'une mßme 
pile, ce qui est contraire k Thypotli^se de la construetion. 

On a donc d^montr^ que nulle 6quation Unfaire ne subsiste entre les 
quantit^s du triangle. — De plus il est Evident que le poids d'un coefficient quel- 

conque qui se trouve dans le triangle ne peut exender ^ • Donc les quantit^s 

comprises dans le triangle sont des fonctions lineaii'es et homogene» sans liaison 
Unfaire entre elles de Pii^j) quantit^s. Donc le nombre de ces quantit^s ne 
peut pas exender P{iJ)^ c. k.d. que D(fr:»,/) + 2D(«£?— 1 :«,j) + 3D(tt? — 2:«,/) + -- 
ne peut pas exender P{i^j). 

Mais si dans une seule des relations D{w:i,j)^ J{fv:i,j\ pour des 
valeurs de w quelconques, le signe applicable 6tait > et non =, la 
somme en question serait >P(»,i). 

Donc on a toujours D{w:iJ) = J{w:i,j\ ce qu'il fallait d^montrer. 
Comme coroUaire il s'ensuit que Tind^pendance des ^quations donn^es 
par ridentit^ S2D = est Stabile. Pr^cis^ment la m6me m^thode peut 6tre 
suivie pour d^montrer l'^galit^ 

D{w\i,j\i\j\ etc.) = J{w:%^j:i\j'\ etc.) 
oü D d^note le nombre des diflf^rentiants libres d un systfeme de Quantics binaires, 
t, % ... d^signant les degr^s des Quantics, j^ j ... Vordre des diflf^rentlants 
par rapport aux coefficients de chacun des Quantics, et oü J d^note la diflF6- 
rence entre deux d^num^rants, Fun d^signant le nombre des Solutions en 
nombres entiers et positifs du systfeme des ^quations simultan^es 

x,^-\■x^'\^X2^ V X, =y, xli + Xi H \'x'i, =/ etc. 

Xi'[-2x2+"*'^'iXi + Xi + 2x2-\"*"\-i'Xi. + "' = w?, 

et l'autre le d^num^rant du Systeme qui en r^sulte lorsqu'on y remplace w par tt? -1. 

Un autre corollaire que le th^or^me contient comme cas particulier 

est la proposition d^jk d^montree, que J{tc:i,j) ne peut jamais devenir 

14* 
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n^gatif pour des valeurs de w qui n'excMent pas ^-. En effet si cette 

assertion n'^tait pas vraie, il devrait exister une valeur de w qui n'ex- 

c^de pas ^ et pour laquelle D{w:ifj)Z>'^{y>:i9J\ ce qui a ^t^ prouv6 

impossible. 

En demier lieu je remarque qu'en d^montrant inadmissible le sigue 

de sup^riorit^, oii a ^tabli pour u? = -^ quand ij est pair et pour 
w = -=^2 — quand ij est impair, T^quation 

Soit ij impair, en vertu de T^quation (x : «,/) = {ij—x : i^j) le nombre Pii^j) 
sera ^videmment la moiti^ du nombre total des combinaisons j ä j des i+\ 

^l^ments 0, 1, 2, 3, ... i. Donc pour ij impair P{ijj) = i tt'jt ' 
Soit au contraire ij pair, on aura 

Le degr^ des covariants qui correspondent un ä un aux diff^rentiants dont 
le nombre est D{x\iyj\ 6tant ij-'2x, on peut substituer pour D{x:i,j) le 
nombre K(i^j\ij—2x) oü i est le degr6 du Quantie donn^, j Vordre 
par rapport aux coefficients, ij—2x le degr^ relatif aux variables des co- 
variants dont K exprime le nombre total. 

Par cons^quent quand ij est impair, on aura 

2K{iJ:l) + 4.K{i,j:3) + 6K{iJ:b) + -^ = "^1^ 
et quand ij est pair 

Ä(iJ:0) + 3ff(t,J:2) + 5/f(iJ:4) + ... = -^^^• 

En remarquant que pour ij impair il n'existe pas de covariants de degr^ 
pair, et pour ij pair il n'eu existe pas de degr6 impair, on peut r^unir ces 
deux formules dans une seule formule remarquable, qui assujettit les quan- 
tit^s transcendantes K k une loi alg^brique et qui pourrait m6me etre trfes- 
utile dans certains cas comme formule de v^rification: 

J'en donnerai quelques exemples. 
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Soit » = 4, y = 2. 
On trouve 

ür(4,2:0) = l; Ä'(4,2:2) = 0; Ä'(4,2:4) = l; Ä(4,2:6) = 0; Ä'(4,2:8) = l 

et de lä 1+5+9 = 15 = -^^. 

Soit i = 3, i = 3. 

En se rappelant I'^chelle fondamentale pour les cubiques 

3.1, 4.0, 2.2, 3.3 
on trouve 

Ä'(3,3:l) = 0, lir(3,3:3) = l, «"(3, 3:5) = 1, Ä'(3,3:7) = 0, Ä'(3,3:9) = l 

et de Ik 4+6 + 10 = 20 = -^^- 

Soit i = 3, y = 4. 
On trouve 

«•(3,4:0) = !, ir(3,4:2) = 0, Ä'(3,4:4) = l, ir(3,4:6) = l, fi-(3,4:8)=l, 

Ä'(3,4:10) = 0, üf(3,4:12)=l 

777 



et de lä 1+5 + 7 + 9+13 = 35 = 



n3n4 



Le thöor^me qne j'ai v^rifi^ par ces exemples peut €tre r^sum^ dans les 
termes suivants. Chaque covariant d'un ordre donn^ j par rapport anx 
coefficients d'un Quantic binaire de degr^ donnö i, ^tant r^p^t^ autant de 
fois qn'il y a de chiffres dans la sMe qni commence par z^ro et se ter- 
mine par le degr^ du covariant, relatif aus variables qui y entrent, le nombre 
total de ces exprcssions, chacnne compt^e autant de fois qu'elle est röp^t^e, 
est ^gal au nombre binöme sym^trique par rapport anx nombres i et j, 

c. k. d. ^gal k (-^^). 

La rfegle des nombres binomes s'applique avec unc modification l^g^re 
au cas de plusieurs Quantics binaires de degr^s donn^s et de covariants 
d'ordres donn^s relatifs aux coefficients de ces Quantics. Dans ce cas 
g^n^ral on substituera au nombre binöme unique qüi se präsente dans le 
cas d'un seul Quantic, le produit de plusieurs nombres binomes dont chacun 
est sym^trique par rapport au degr^ % de Fun des Quantics et k Vordre j 
du covariant relatif aux coefficients du mßme Quantic. 
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Consid^rons comme exemple le cas de deux quadratiques biiiaires. 
Dans ce cas qui correspond k t = 2, t" = 2 il y a trois covariants de Vordre 
j=l par rapport aux coefficients de chaeune, savoir: 

1^ le produit des deux Quantics, 

2^ leur Hessieuy 

3^ leur Connectif. 

Les degr^s de ces trois expressions relatifs aux variables ^taiit 
respectivement 4, 2, 0, on aura 

ce qui s'accorde avec la r^gle 6nonc6e ci-dessus. 

A r^num^ration que j'ai faite des propri^t^s essentielles du triangle 
de piles, j'ajoute la remarque que le poids maximum d'une quelconque des 
quantit^s qui s'y trouvent, est ^videmment celui de la quantit6 qui appartient 
ä Vhypot^nuse et se trouve au sommet du triangle. Ce poids maximum est 

• • • • A m • 

^ ou -^-K— et par cons^quent n'excfede jamais -^. C'est ainsi qu'on voit 

que les quautit^s comprises dans le triangle ne sont autre chose que des 
fonctions Unfaires des combinaisons de Vordre j par rapport aux coefficients 
du Quantic propos^, combinaisons dont le nombre est P(ifj). 



Post Script um 1. 

La d^monstration donn^e du th^or^me fondamental D(fv:i,j) = J{w:iyj) 
peut 6tre abr^g^e et simplifi^e comme il suit. 
Au lieu de se servir de la condition 

il suffit de consid^rer l'^quation pr^alable 

Pour un diff^rentiant quelconque que je d^signerai par [tv — S] et dont le 
poids soit «? — tf substituons Texpression ('*Q)^[«£? — ^], expression qui r^sulte 
de [w — S] en y appliquant Top^rateur*) ('i2)^ et qui jouit de la propri6t6 
qu'en op^rant sur eile avec (*ßy, le r^sultat est un multiple num^rique de 
[w — d]. Toutes les expressions ainsi obtenues seront du mSme poids w et 



*) Le signe ('ß)^ exprime ropöration 'Si r6p6töe d fois. 
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par cons^quent, des fonctions lin^aires des {fv:i,j) combinaisons qni sont 
du poids w et de Vordre j dans les i +1 coefficients du Quantic donn6. 

On d^montre comme auparavant que ces expressions sont lin^airement 
ind^pendantes entre elles et que par cons^quent leur nombre ne peut pas 
exender {w:ij) ; donc leur nombre est 6gal ä (ir :f,j)j ^t la proposition est Stabile. 

Pour d^montrer que (i2y('i2)^[tt?— tf] est, k un facteur num^rique 
pr^s, 6gsiX ä [«£? — (T] , on na pas besoin de sortir de la sphfere des diff^rentiants 
et de faire appel aux propri^t^s des covariants. On 6tablit ais^ment que 
pour une quantitö quelconque D du poids w et de Vordre j dans les coef- 
ficients d'un Quantic binaire du degr^ t, on aura 

(i2"i2-'i2ß')D = (y-2fr)Z). 
En partant de lä et supposant que S2*D = 0, on trouve par une induction 
alg^brique facile que 

{ny^nfD = 1.2. ..k{ij-iD){ij-w-l)...{ij-tv-k+l).D, 
oü le facteur num^rique nes'^vanouit que lorsque k est plus grand que y— ir. 

Consid^rons le Systeme complet des expressions 

dont la demi^re, qui r^sulte de Vop^ration 'S2 r^p^t^e ij — 2tt? fois, se r^duit 
ä un di£f6rentiant-en-j^^ tandis que les suivantes produites par la 'm6me 
Operation r^p^t^e «j — 2fr+l ou un plus grand nombre de fois s'^vanouissent 
identiquement. 

En repr^sentant toujours par des piles Tensemble de toutes les 
expressions ('12)'" [k? — J"] pour les mgmes valeurs de m et de tf, distinguant 
les deux cas de ij pair ou impair, et commengant par la plus grande valeur 

de w qui est -^ pour ij pair et ^^— pour ij impair, on arrivera aux deux 

tableaux *) suivants de points, qui donnent une image du Systeme en question 

de piles 

pour ij impair pour ij pair 



*) Le point au sommet du preniier tableau coiTespond ä des invariants, les 
points ä gauche se rapportent aux diffdrentiants-en-d;, ceux ä droite aux diff(6rentiaDt8- 
en-y, ceux de la base aux coefficients successifs du Quantic älev^ ä la puissance j (pour 
Fun et Tautre des deux tableaux). 
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PreuouB Tensemble de toutes les combinaisons des coefficients du 
Quautic propos^ du degr^ i, qui sont de Vordre j dans les coefficients et 
des poids 0, 1, 2, . . . ij quant k x^ alors, dans Tun cas comme dans l'autre, 
les quantit^s qui se trouvent dans chaque colonne verticale, seront du mSme 
nombre que Tensemble correspondant des combinaisons des coefficients, 
elles seront en meme temps des fonctions homogenes et lin^aires des com- 
binaisons qui y appartiennent. 

Les piles qui se trouvent dans une ligne horizontale quelconque 
peuvent se r^duire ä une seule quantit^, cas qui se präsente toujours pour la 
demi^re ligne horizontale, elles peuvent m6me s'^vanouir identiquement, 
ce qui arrive pour certaines valeurs de ir, «, j pour lesquelles il n'existe 
point de diff^rentiant. 



Post Script um 2. 

Je suppl^erai dans ce qui suit k une lacune qui se trouve dans 
les recherches pr^c^dentes, en donnant la d^monstration de la proposition 
suivante : 

Dans un Quantic pr^par^ les inverses symboliques des ^l^ments 
subissent par une Substitution quelconque des variables une Substitution 
Indulte qui est identique avec celle que les ^l^ments eux-mSmes subiraient 
par la Substitution contraire des variables. 

Les m6mes raisonnements dont on s'est d6jk servi plusieurs fois, fönt 
voir que pour la d^monstratlon g^n^rale de cette proposition il suflfit de la 
v^rifier dans le cas special dans lequel le Quantic est binaire et x-\-€y la 
valeur que Ton substitue pour x, s 6tant infiniment petit Soit « le degr^ 
du Quantic donn^, soient a, b, c, . . . A, Ar, / ses ^l^ments et 

les multiplicateurs num^riques des 616ments, soient a\ b', c', ... les valeurs 
dans lesquelles se changent les ^l^ments donn^s apr^s la Substitution de 
x + ey au lieu de x, s 6tant infiniment petit, cela pos^ et en faisant 

l = yT, fi= }^2(f-l), V = }^3(i-2) . . . 

les nouveaux 616ments et les 616ments primitifs s'exprimeront les uns par 
les autres au moyen des relations Unfaires 



i 
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a = a', 6 = b'—kea', c = c'—fisb', ... A = h'—jueh', l = t—Xek. 

D'autre part les inverses symboliques de ces deux systömes d'^lements 

d i d 



da ^ db 



. • • 



satisfont aux ^quations 

•, • da ^ i db • . ; 
,V l db ^ - de .• 

-•, ,• dk , ,• dl : , / 

^ "^ dV '^ 

ce qui fait voir que la Substitution des inverses symboliques a, b, . . . l in- 
duite par la Substitution de x-i-ey au lieu de x, y restant inalt^r^, est pr6- 
cis^ment la m6me que la Substitution contraire de y — Bx au lieu de y, x 
restant inalt^r^, induirait dans les ^l^ments mgmes a, b, . . . L 



• • 



Je terminerai ces additions par T^nonc^ d'un tli^orfeme g^n^ral sur 
les formes invariantives d^riv^es qui montre d'une mani^re frappante le parti 
avantageux que Ton tire de la forme pr^par^e sous laquelle je präsente 
les Quantics. 

Soit F(a, b,c...:x,y...) un contravariant et *(o, 6, c... : o:, y...) un 
covariant du m6me Quantic donn^; on connait depuis longtemps le th^or^me 
que la nouvelle forme 

Fi^a,b,c...:-^, __...j 

est un covariant du meme Quantic. Or j^ajoute que si le Quantic pro- 
pos6 est pr^sent^ dans la forme pr^par^e, alors la nouvelle forme 

d(P d(P d(P 



„/dW dW d(P \ 

^Ufl^' -db^ dc""'^^y'-) 



sera ^galement un covariant du meme Quantic. Si le Quantic propos^ est 
pr^sent^ dans la forme ordinaire (pleine), cette demi^re expression se 
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change en 



\m da ^ n db ^ p de ' ' 9 U'^'J 



m, n^ p... d^signant les nombres binömes ou polynömes qui multiplient les 
^l^ments a^ b, c..., eile se change au contraire en 

si le Quantic est pr^sent^ dans la fonne vide'. La d^monetration de ce 
th^or^me se fait imm^diatement ä Taide des prineipes expos^s dans ce memoire. 

Johns Hopkins University, Baltimore, 1. d^cembre 1877. 
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Zur Theorie des Borchardtschen arithmetisch -geo- 
metrischen Mittels aus vier Elementen. 

Hierzu die Figurentafel I. 

(Von Herrn Karl Schering in Göttingen.) 



rlerr Borchardt hat in vorigem Jahre *) den BegriflF des arithmetisch- 
geometrischen Mittels aus vier von einander unabhängigen Elementen in 
die Wissenschaft eingeführt und mit Hülfe der Theorie der hyperelliptischen 
Functionen eine Darstellung dieses Mittels durch eine zweigliedrige Deter- 
minante hyperelliptischer Integrale gegeben. 

In der vorliegenden Arbeit ist, unabhängig von den eben angegebenen 
Resultaten, gezeigt, dass sich aus einem Producte von Ga^^^ischen arith- 
metisch-geometrischen Mitteln, ein Mittel aus drei Elementen bilden lässt, 
dessen Algorithmus mit dem von Herrn Borchardt für vier Elemente auf- 
gestellten, in dem Falle, dass zwei derselben gleich sind, überein- 
stimmt. Die Darstellung dieses Mittels aus drei Elementen durch hyper- 
elliptische Integrale ist im Folgenden mit Benutzung einer von Jacobi 
gegebenen Reduction gewisser hyperelliptischer Integrale auf elliptische, 
und mit Hülfe der Theorie der Afemannschen Flächen abgeleitet. Die 
Construction dieser Flächen giebt zugleich Gelegenheit, die Periodicitäts- 
moduln dieser hyperelliptischen Integrale vollständig zu bestimmen und zu 
zeigen, dass zwischen ihnen die von Riemann aufgestellten Relationen 
bestehen. 

Die abgeleitete Darstellung des Mittels aus drei Elementen erweist 
sich als ein specieller Fall des oben erwähnten ßorcÄarrf/schen Theorems. 
Mit Hülfe dieses Theorems und der Jaco6«schen Reduction ergiebt sich femer, 
dass ein Mittel aus vier Elementen, wenn zwischen diesen eine gewisse Be- 
dingungsgleichung besteht, auf Mittel von zwei Elementen zurückgeführt 
werden kann. 

§.1. 

Es seien /", y, xp drei positive reelle Grössen, ^Kf^cp) bezeichne 
das arithmetisch-geometrische Mittel aus f und </>, M (/*, yj) das Mittel aus f 



*) Monatsberichte der Königliehen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
Nov. 1876 und Febr. 1877. 
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und yj, dann ist der Definition nach: 

M(/-,9.) = M(^,y^), 

Um in den Mitteln auf der rechten Seite wieder ein beiden gemein- 
sames Argument zu erhalten, multipliciren wir die Argumente des ersteren 

Mittels mit y ^ , die des zweiten mit y y-* Dann ergeben sich mit Hülfe von: 

M(o.<, 6./) = M(a, 6)./, 
worin / eine reelle positive Grösse bedeutet, die folgenden Gleichungen: 

und hieraus: 

Setzen wir (abweichend von der gewöhnlichen Bezeichnungsweise der Glieder 
des Algorithmus für ein Mittel aus zwei Elementen): 

80 wird: 

m.g>)m.V) _ My„ y.)M(y., v>.) 
f ~ f, ' 

Durch ein analoges Verfahren gelangt man zu der Gleichung: 

M(/-.,y,)M(y.,V.) _ My., y .) M(/;, v>.) 

f, K 

wenn fj, (pi, Vj ebenso von /; , y , , Vi abhängen, wie /, , y , , j/'i von f, cp, ip. 
Die fortgesetzte Anwendung dieser Schlnssweise führt also zur Gleichung: 

Vl(f, <p)}i(f, V>) ^ My.,y.)M(/'„t/>.) ^ M (/;+..y..n)M(A+i.V>«H.i) 

f fn /n+l ' 

wenn 

« = 1, 2, 3 . . . 
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und wenn die Abhängigkeit der Grössen ^^i, y«+i, v^^^., von ^, y„, v« 
durch die Gleichungen: 



(I.) 



1 fn+l -= lV»V-» 






bestimmt wird. Den Wurzeln ist immer das positive Vorzeichen zu geben. 

§.2. 
Orenzwerth der Grössen f., qp,, ^k. 

Es bestehe zwischen f, <p, v die Ungleichheit: 
dann folgt aus: 

da das arithmetische Mittel zweier Quantitäten grösser ist als das geo- 
metrische, zunächst: 

A < ^1. 

Femer ist: 

und nach der Voraussetzung: 

}^-/> 0, Vv^- J^> 0, 
demnach auch: 

Also die Ungleichheit f<iq)<Zrp zieht die andere: /i<^i<Vi "*^h s^^h. 
Aus dieser folgt analog: 

und allgemein: 
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Die ihrer Grösse nach geordnete Reihenfolge der Quantitäten /„ , y« 7 V» 
bleibt also unter der Voraussetzung f<i(p<iy^ für jeden Index n ungeändert. 
Aus den Gleichungen 



1/^ 
y»4-I ^ ^ fn 



^«+1 



V«V» ^fnVt 



fn + Vn J (pn fn+tpn 

in Verbindung mit den, aus ^ < y» <C Vn folgenden, Ungleichheiten : 



^-+''"— y«, H^<v. 



oder: 



tn + Vn fn + W, 



JJE!L. ? ^Jjt 



^fn<fn ' f' ^fnrf) 



n 



ergiebt sich: 



fn+l 



'n+l 



(t)' 



ebenso folgt: 



1 



9>n+2 
fn+2 

^n+2 



(^)'<(t)' 

^ Ah ^ ^^ fnJ 



fn+2 

und allgemein, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet: 



2m 



fn+„. ^^ fn ^ 

1 
Es ist für liinm= x also: 

oder: 

lim/« = lim y« = lim ?//« 
für lim n = 3o. 



K. Schering, arithmetisch-geometritchea Mittel aus vier Elementen. 119 

Wir haben demnach: 

Jl(f.<p)Uq^) _ M(/;.g..)M(f„«f>,) _ 
f ~ U 

Es ist also, wenn man: 

«efo/^ die Function F auch durch den obigen Algorithmus (I.) ihrem Werthe 
Wich für vorgegebene f, (p, y^ vollkommen bestimmt. Der Werth der- 
selben ist der Gremwerth, dem sich die Grössen f^y q)^, rp^ mit wachsendem 
n nähern. 

Dieser Grenzwerth liegt im allgemeinen nicht innerhalb des grössten 
und kleinsten der Anfangs werthe f, q), rp; denn aus 

folgt zunächst, wenn wieder 



f<:(p<:yj 
vorausgesetzt wird: 

also liegt die kleinste Grösse der nächst höheren Ordnung zwischen den 
beiden grösseren der vorhergehenden Ordnung. 
Weiter ist: 



V...-A., = -H^]/-f-»^^ 



nnd 

es hängt also wesentlich von dem Verhältnisse -^ ab, ob: 

Vn+i-A+i>v^»-/; 

wird, und daher der oben bemerkte Fall eintritt Da aber: 

1 << !£^ <^ ( .^ü^zL^ 

^ fn ^^/n-l ^ 

ist, so kann im allgemeinen erst für ein hinreichend grosses n 



sein. 
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Die Art und Schnelligkeit der Annäherung von f,, (p,, ^, au den 
Grenzwerth möge folgendes Beispiel zeigen, in welchem /"„, y„ v» nach 
dem obigen Algorithmus (I.) berechnet sind, ,u., v„ resp. fi„y v'„ dagegen 
die arithmetischen und geometrischen Mittel aus /w,_i, »"»-i resp. fi'n-n K-i 
bedeuten. 

Beispiel: 

f=l also: M(/;9)) = M(1,100), M(/; v) = M (1,102), 

y = 100 ^ = 1 n' = l 

V=102 v=100 »'' = 102 

/-, = 100,99 

<Pt = 510,03 /*, = 50,5 fi\ = 51,5 

Vi = 515,00 V, = 10 r; = 10,0997 

/j = 512,51 

<^2 = 689,89 //, = 30,25 ^4 = 30,7999 

V2 = 692,15 V, = 22,4725 ^i = 22,8064 

fj = 691,02 

</33 = 698,67 1U3 = 26,3613 /j'^ = 26,8032 

V, = 698,83 V, = 26,0729 »'i = 26,5039 

A = 698,75 

94 = 698,76 .U4 = 26,2171 A*i = 26,6536 

V4 = 698,76 n = 26,2168 n = 26,6532 

fi = 698,76 fi, = 26,21695 ,«; = 26,6534 

Hi.fi'i = 698,76. 

Demnach ist auf zwei Decimalstellen genau: 

f ,. - - CLCXQ na __ .. ..' _ M(/;y)M(f,t/>) 



§.3. 

Die Differenzen der Quadrate von f., <fn, tp^ in Verbindung mit dem Algorithmus. 
Die Darstellung der Grössen /"„, y,, v» durch die folgenden Glieder im 
Algorithmus, ^+1, y,+i, v«+i, also die Fortsetzung des Algorithmus (I.) nach 
rückwärts, leitet auch hier, wie bei dem Algorithmus aus zwei Elementen 
zur Einführung der Differenzen der Quadrate. 



K. Schering, ariihmetisch^geomelrisches Mitlei aus vier Elementen. 121 

Es ist nach (I.) pag. 117: 



/i-= 



2 r A 2v'f, 2Vf„ 






also: 






Diesen Gleichungen kann man auch die Form geben: 

wenn € und ?j die positive oder negative Einheit bedeutet. Setzt man noch: 



(IL) . 



so ergiebt sich: 






Ferner wird gemäss (I.) und (IL): 
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also: 



_ Vn—fn 



»■" = -T- /t 



0-+I - 2 



n 



In dem Algorithmus (III.) sind die Grössen ^, y„, V'^ als Functionen 
von /*,+,, 9)„+i, v^^+i noch unbestimmt in Folge der Werthe von « und i?. 
Um nun auch den rückwärts gehenden Algorithmus von jeder Zweideutigkeit 
zu befreien, ist noch eine Bestimmung über diese Grössen zu treffen. Man 
stelle die Bedingung, dass, wie ausr: 

die Ungleichheiten: 

folgen, so auch die Umkehrung dieses Schlusses gelte. 
Aus dem Algorithmus (III.) folgt: 

oder: 

Mit Hülfe der Ungleichheiten: 

^•V^«+i + ö^»+i^O, wenn i? = ±l; «.v^^+i + pn+i ^0, wenn « = ±1 

ergiebt sich, dass den eben gestellten Bedingungen nur genügt werden kann, 
wenn: 

1? = — 1 und € = —1 
gesetzt wird. 

Es besteht dann auch die Ungleichheit: 

(Pn < %, 

denn es ist dann: 
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aber aus 



folgt: 



oder: 



/;+! < y,+, < V^,+i 



V^n+l — Qmi Z> V'n+I — ^n+1 



9ii+l — ^«+1 -^^ V'n+l ^«+1 



also wird auch 



V«+l ^••+1 V«+l Qn+\ 



n» 



Es lautet demnach der vollständige Algorithmus: 

.(' = (V-)y'^ + ^-l/^^, CP = 9<?-/r, 2(,. = «,-/)/!, 

Aus diesem Algorithmus, wie aus der Definitionsgleichung 

folgen unmittelbar die Gleichungen: 

wenn / eine reelle positive Grösse bedeutet, und femer: 

^(/, /;/) = / 



§•4. 
Neuer Algorithmus aus den Grössen f«, (fn, t^n. 

Bildet man das arithmetische und geometrische Mittel der beiden 

vertauschbaren Argumente y.+i und v«+i9 ausgedrückt durch /*«, y«, Vn? so 

erhält man nach leichten Umformungen wieder ein geometrisches und arith- 

16* 
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metisches Mittel zweier Grössen. In der That ist: 

ä 

J 

y-ti-V-H-i = 47;-|/;? + <lP,V-+/'.(<lP.+V.)l'V9'.V. 

(1-.) 9'.+..v.+. = ■:^-l/:?+/'-+.+/:(«ip.+v.)l-A+. 



Also : 



1 



Die obige Gleichung (1.) kann die Form annehmen: 



(3.) i=ä±*^ = /(^^^.(jV+iVy. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (2.) und (3.) sind das arithmetische 
und das geometrische Mittel zweier Grössen. Um auf der linken Seite 
dieselben Grössen mit um eine Einheit erhöhtem Index zu erhalten, addire 
man zu beiden Gleichungen: 

dann wird: 

Setzen wir also: 

„ _ /_A+i±A.Y 

(IV.) {. _( ^ + »V. Y 
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SO ergiebt sich: 






*n+2 = i>ö„^.i.6„+i + 



Cn-H 

2 



Um c«+2 als Function von o^+i, 6,^.,, c„+i darzustellen, bilden wir die obige 
Gleichung (1*.) mit um eine Einheit erhöhtem Index: 

l 



dann wird mit Hülfe von (2.) und (3.): 






(6.) 



^An+3 - 2 (|/2 21^/; "^^2 ' 2 ( 

/«+s — 2 ( 2^/;' 2 P 



das ist: 



In derselben Weise, wie 0*4.2, b^+2^ c«+2 von a«+i, 6»+i, c«+i ab- 
hängen, sind wieder a«+i, 6,^.,, 0«+, von a„, 6«, c^ abhängig, wie sich aus 
den obigen Gleichungen ergiebt, wenn darin (u—l) statt n eingesetzt wird. 

Der Algorithmus der Grössen o, 6, c lautet demnach: 

(^öi.+i = — 2 ^^"^ 

Aus den Gleichungen (IV.) 



6. = (jWi+yv:=rL_y, 



sind umgekehrt die Grössen /*«, 9)«, ip^ als Functionen von o„, 6«, c^ zu 
bestimmen. Es folgt unmittelbar mit Hülfe der Gleichungen (2.) resp. (3.), 
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wenn in diesen der Index um eine Einheit vermindert wird: 



ji 



femer: 



0.6. = (^^2=-)', 
c, = A.+I = >V.V«• 



Hierans ergiebt sich: 



(VI.) 



worin: 



cJ = +1. 



Wie diese Gleichungen zeigen, können die Grössen /„, y„, v^„ an- 
gesehen werden als Glieder in dem Algorithmus des arithmetisch -geo- 
metrischen Mittels aus zwei Elementen: Nimmt man ^'a^ b^ als erstes und 
Cn als zweites Element und bildet aus ihnen nach diesem Algorithmus die 
beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so erhält man y» und v»« 

Nimmt man ^"^ " als erstes und c„ als zweites Element und bildet aus 

ihnen ebenfalls nach dem Algorithmus fttr ein Mittel aus zwei Elementen 
die beiden Glieder der vorhergehenden Ordnung, so ist eins dieser Glieder 
gleich /;. 

§.5. 
Grenzwerth der Grössen a«, 6», c„. 

Die aus dem Algorithmus (V.) folgenden Gleichungen: 

= 2(^%^)V2(%^y 
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zeigen, dass aus der Voraussetzung: 

die Ungleichheiten: 
und: 

2(a -C X ^ fln + Ci. I g|» + c> 



O-a.1 — C. 



'»+1 «^»+1 '-*<-* 2 

folgen. Hieraus ergiebt sich also: 

lim a. = lim 6, = limc, 
für 

limn = oo. 

Stellen wir die Bedingung, dass aus 



folgen soll: 

A. < Vn < Wn, 

so wird in der ersten der Gleichungen (VI.) der Werth von d bestimmt, 
denn aus der Identität: 

und der Ungleichheit: 



folgt: 



a» + 6. 



-/(-^4^y-<'^<'^«-*-->'«Ä^. 



2 

Es ist also: 

A < 9., 

wenn: 

(J = -1 
gesetzt wird. 

Unter der Voraussetzung a, > 6„ > c, werden dann, wenn a„ 6„ c, 
positive reelle Grössen sind, auch /,, <p^, ip, positiv reell, ebenso wie aus 
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den Gleichungen (IV.) die ümkehrung dieser Schlussfolge als richtig sich 
ergiebt. 

Aus den Gleichungen (VI.) in Verbindung mit den oben bewiesenen 
Gleichungen : 

lim a« = lim b^ = lim c, 
und 

lim/*« = lim tp^ = lim \p^ für limn = oo , 

folgt ferner unmittelbar, dass auch: 

lim a« = Ivoifn = lim b^ = lim tp^ = lim c = lim \p^ 

ist und: 

Gemäss der einfachen Form des Algorithmus (V.) kann passend 
die Function F, als Function von a^ b, c angesehen, das arithmetisch- 
geometrische Mittel aus den drei Elementen a, 6, c genannt werden. Das 
im Algorithmus unsymmetrisch auftretende Element ist c. 

Der erhaltene Satz lässt sich so aussprechen: 

Aus drei positiven reellen Grössen a, b, c, die der Ungleichheit a^ b^ c 
genügen^ bilde man nach dem Algorithmus: 

^»1 = — 2 ^^» 

26i = \^ab+c, 

2c, = {ya + yb))fc 

drei Grössen a,^ b^ Ci, und ebenso hieraus drei neue Grössen c^i b^^ c^^ u. s, w. 
Bezeichnet man den Grenzwerth, dem sich diese drei Grössen bei fortgesetzter 
Anwendung desselben Algorithmus annähern, mit m(a^ b, c), so ist: 

H, («, 6, c) = m^fM. ^ M(f..y,)M(f..v>,) ^ ^.(„^^ ^^^ ^^^^ 

wenn die Grössen /"„, y,, \p^ für jeden Index n definirt sind durch die 
Gleichungen : 



An - 2 I V 2 /""^-^ 

cp^ = ^a^b^-Ma.b^'-cl, 



Das Zeichen M hat die bekannte Bedeutung des A. G. Mittels aus zwei Elementen. 
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Die Grössen f^, <p^, V« ^»</ niciU die Glieder des Algorithmus eines Mittels 
aus iwei Elementen, sondern die Glieder des folgenden: 



§.6. 
Darstellung der Function m durch elliptische Integrale. 

Durch ein Product elliptischer Integrale lässt sich m unmittelbar 
darstellen. 

Nach der bekannten ßati^^schen Bezeichnung*) ist: 






MCf, 9) n ^y Vgxpaos T + ff sin T ' 

ebenso : 



dT 



n 



demnach : 
1 



1 2_ /•» dT 

r. V) ~ « / VxffrffCoaT' + ffnnT' ' 



m(o,6,c) M(f, 9))M(/; V) 



71 



_ _^ /^» dT r* 

" J iZ-^i'^-cosr+fsmr t/ 



dT 



II 



j/^^P-cosr + fsinr tj j/j^M^cosr+fsinr 



Man erhält die Integrale in der bekannten algebraischen Form, wenn 
man berücksichtigt, dass: 

(pcpQo^r-\-ffmiT = (p(/)jl-(l-~^)sinr|, 
so dass also: 

\ 2 1/»* dT 






]A— (l ^)8inr 



•1 I \ q)(f) 

wird; oder, da: 

1 11 



M(/,9.) 



MO-i) ^' 



*) Gauss' Werke. Bd. HI, pag. 352. 
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80 wird: 

71 

dT 



1_ _ 2^ r*^ < 



und, wenn man sm7^ = a; setzt, so folgt: 

M(,, ^) ~ ' J /.(,_.)(,- |,_JLj.) • 

analog : 

i ^ J^ p^ dx 

■ «('-i) ° " J y«(.-.)(.-j.-^i7) • . 

Führen wir die /acoWsche Bezeichnungsweise ein, und setzen 



q> ' tf, 

definiren die Grössen Ar und / durch die Gleichungen: 

kk+k'k' = l, //+/'/' =1, 
bezeichnen femer mit K und L die ganzen elliptischen Integrale: 



so ist: 



2K = r ^ 

■f •a;(l— a!)(l-ftAx) ' 
/ l'asCl— x)(l— //a;) ' 



' =-./f, — !-^ = ^4 



K'.i) " ' «O-i) " 



also: 






O-i) «('.i) ' '•* 



Die Analogie aber des Mittels m (a, 6, c) mit einem Mittel aus zwei 
Elementen, das durch das reelle ganze elliptische Litegral erster Gattung 
darstellbar ist, zeigt sich deutlicher, wenn m durch die nächst höheren 
transcendenten Integrale, also durch die reellen ganzen hypcrelliptischen 
Integrale erster Gattung dargestellt wird. 
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Dies ist mit Hülfe der folgenden /aoo^ischen Rednction ausführbar: 

Jacobi hat im VIII. Bande dieses Journals (unter den: „Nachrichten 
von Büchern" pag. 416) euie Verallgemeinerung eines Legendre^chen 
Theorems*) über die Zurtickflihrung gewisser immer endlich bleibender 
hyperelliptischer Integrale auf elliptische Integrale erster Gattung gegeben. 
Die von Jacobi dort aufgestellten Formeln enthalten den interessanten Satz: 

„Der reelle Theil, sowie der Factor des imaginären Theiles des 
Werthes eines elliptischen Integrals erster Gattung mit complexem Modul 
lassen sich je durch ein hyperelliptisches Integral ausdrücken, und es sind 
dies die zwei von einander linear unabhängigen hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung (nach der Riemanmchen Bezeichnungsweise)". 

Aus diesem Satze ergiebt sich dann, dass das eine dieser hyper- 
elliptischen Integrale durch die Summe zweier elliptischer Integrale, das 
andere durch die Differenz derselben beiden elliptischen Integrale dar- 
stellbar ist. 

Eine weitere Ausdehnung dieses letzteren Theorems hat vor kurzem 
Herr Hermite gegeben**). Herr Hermite spricht das Theorem in folgen- 
der Weise aus (statt der dort angewandten Buchstaben a, b sind m, n ge- 
setzt, um hier durchgängig dieselbe Bezeichnungsweise beibehalten zu können) : 

„Wenn 

Ä(«) = »(l-«)(l~«iWÄ)(l+m»)(l-|-»a) 
gesetzt wird, so erhält man durch die Substitution: 






die Gleichungen: 



p dz _ h^+V j r'P dy r^P d(f ( 

d(f 



n zdz __ (k'+iy I f^ dtp p 



ll&mq>^ 

Die Grössen k, /, lf\ t sind Functionen von m, n und definirt durch 



*) Legendre: Theorie des foDctions elliptiques. IIP*"** suppl^ment. §. XII. Paris 1832. 

**) Annales de la Soci6t6 scientifique de Bruxelles. I''**ann6e, 1876. 

***) In Folge eines Druckfehlers ist in diesem Journal Band VIII p. 416, wie in 
der Abhandlung von Hermite der Factor sinc;^ im Zähler ausgelassen. 

17* 
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die Gleichungen: 






1-V«m - i+Vn 



k'= .__LZ '"::* =-, r = 



ifi 



aus denen sich ergiebt: 

Mit Hülfe dieser Transformation lassen sich die Werthe sämmtlicher zwischen 
zwei Nullwerthen von Ä(») erstreckter hyperelliptischer Integrale durch 
ganze elliptische Integrale ausdrücken, wie entweder durch genaue Dis- 
cussion der Transformationsgleichung, oder mit Hülfe der Theorie der 
/{temaniischen Flächen abzuleiten ist Es soll im Folgenden das letztere 
geschehen, da eine solche Relation zwischen den zweiblättrigen Flächen 
elliptischer und hyperelliptischer Integrale, wie sie der obige /aco6fSche 
Satz vermuthen lässt, vielleicht sonst nicht untersucht ist. Ausserdem wird 
uns die Theorie der Flächen mit Nothwendigkeit auf die Transformations- 
gleichung in ihrer allgemeinsten Gestalt führen. 

§.7. 

Um eine Fläche zu erhalten, in welcher die Quadratwurzel einer ganzen 
rationalen Function eindeutig ist, sind die beiden Blätter der Fläche längs 
Linien der Durchsetzung, die von einem Windungspunkte zu einem anderen 
fuhren, zu verbinden, d. h. es ist das untere Blatt, so wie das obere längs 
übereinanderliegender Linien, von einem NuUwerthe der ganzen rationalen 
Function zu einem andern, aufzuschneiden, und dann je ein Rand des 
Schnittes im oberen Blatte mit einem Rande des Schnittes im unteren Blatte 
kreuzweise zu verbinden. Eine Linie der Durchsetzung, die in solcher 
Weise gebildet ist, soll eine „einfache'^ heissen. 

Der Grad des Zusammenhangs der Flächen unterliegt folgenden 
Gesetzen : 

L Eine (n+iyfsLch zusammenhängende Fläche (d. h. eine Fläche, 
in welcher sich höchstens n geschlossene Linien ziehen lassen, die weder 
einzeln noch zusammengenommen die vollständige Begrenzung eines Flächen- 
stücks bilden) wird durch jeden Querschnitt (d. h. durch eine Linie, die von 
einem Punkte der Begrenzung der Fläche durch sie hindurch bis zu einem 
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anderen Begrenzungspunkte führt) in eine w-fach zusammenhängende ver- 
wandelt, wenn der Querschnitt die Fläche nicht zerstückelt*). 

Dieser Satz gestattet eine Umkehrung: 

IL Wird eine Fläche durch m verschiedene Querschnitte, deren 
keiner die Fläche zerstückelt, in eine n-fach zusammenhängende verwandelt, 
so war die ursprüngliche Fläche (» + m)-fach zusammenhängend. 

Ferner werden die folgenden Sätze üher die Zusammensetzung 
mehrerer Flächen Anwendung finden. 

III. Es seien F, F' zwei »- resp. m-fach zusammenhängende Flächen. 
Wenn diese längs {y+2) Linien, welche die etwa schon vorhandenen Durch- 
setzungslinien nicht berühren, so verbunden werden, dass (y+2) neue, ein- 
fache Durchsetzungslinien, nach der oben definirten Weise, entstehen, so 
erhält man eine (w+m+2y+l)-fach zusammenhängende Fläche. 

Beweis: Der Grad des Zusammenhangs der neu entstehenden Fläche, 
F+F', 80 weil er von den (v+2) durch die Verbindung von F und F' ge- 
bildeten einfachen Durchsetzungslinien abhängt, ist derselbe, wie der einer 
zweiblättrigen Fläche mit {y + 2) Durchsetzungslinien. Denn in einer solchen 
zweiblättrigen Fläche sind diese (i^+2) Linien der Durchsetzung sämmtlich 
einfache. Ist die Anzahl derselben zwei, wie in der Fläche eines elliptischen 
Integrals, so sind bekanntlich zwei Querschnitte nöthig, um die Fläche in 
eine einfach zusammenhängende zu verwandeln, jede weitere Linie der 
Durchsetzung erfordert weitere zwei Querschnitte, allgemein, wenn die An- 
zahl der Durchsetzungslinien {y + 2) ist, so wird die Fläche durch (2v+2) 
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt. Werden also 
in unserer Fläche {F+F') diese (2v+2) Querschnitte gezogen, so erhalten 
wir eine Fläche, zu derem Zusammenhangs-Grade die (y + 2) Durchsetzungs- 
linien keinen Beitrag mehr liefern. In der Fläche lassen sich aber noch, 
da F»-fach, F' m-fach zusammenhängend war, (»— l) + (w— 1) geschlossene 
Curven ziehen, die ein Flächenstück noch nicht vollkommen begrenzen. 
Diese Fläche mit den (2i^+ 2) Querschnitten ist also noch |(»— l) + (w — 1)+1|- 
fach zusammenhängend. Also ist nach IL die ursprüngliche Fläche {F+F') 
ohne die (2v + 2) Querschnitte 2v+2 + (ii-l) + (m-l) + l = (» + m-^2v+l)- 
fach zusammenhängend. 

IV. Sind zwei begrenzte Flächen F, F\ »- resp. m-fach zusammen- 



*) Riemann: Theorie der il6c/schen Functionen. Dieses Journal. 1857. Bd. 54. 
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hängend, und werden sie längs eines Theiles ihrer Begrenzung aneinander 
gelegt, so entsteht eine (w+m— l)-fach zusammenhängende Fläche, wenn 
längs des gemeinsamen Theils der Begrenzung die Flächen mit einander 
verbunden werden. 

Beweis: Es seien in F die (»—1), in F' die (m— 1) Curven ge- 
zogen, die kein Flächßnstück vollkommen begrenzen gemäss der Voraus- 
setzung, so muss jede weitere geschlossene Curve, die nicht durch die ent- 
standene Verbindungsstelle der beiden Flächen geht, entweder in F oder in 
F' die vollständige Begrenzung eines Flächentheils bilden, ebenfalls nach 
der Voraussetzung. Geht eine geschlossene Curve a durch die Verbindungs- 
stelle, so muss sie, da sie geschlossen sein soll, jedenfalls eine gerade An- 
zahl Male hindurchgehen. Sie lässt sich also durch Linien, die in der Ver- 
bindungsstelle von einem Punkte der Curve a bis zu einem andern gezogen 
werden, in geschlossene Linien zerlegen, die theils in F, theils in F' liegen. 
Diese müssen also, da in F schon (»—1) Curven, in F' (m— 1) Curven ge- 
zogen sind, ein FlächenstUck vollständig begrenzen, also muss auch die 
Curve a dieselbe Eigenschaft haben. Es ergiebt sich daher, dass ausser den 
(w— l)4-(m— 1) Curven eine jede andere mit diesen einen Theil der Fläche 
vollkommen umschliesst, d. h. die Fläche ist: (ii~l) + (w— 1)+1 =(n4-m— 1)- 
fach zusammenhängend. 

Der Satz IV. lässt sich verallgemeinem: 

V. Wird unter denselben Voraussetzungen wie in IV. eine Be- 
grenzungslinie von F an V verschiedenen Stellen einer und derselben Be- 
grenzungslinie von F' angelegt, so entsteht eine (n-t-m + v— 2)-fach zu- 
sammenhängende Fläche. 

Beweis: Fällt eine Begrenzungslinie von F mit einer Begrenzung 
von F' an zwei verschiedenen Stellen zusammen, so entsteht ein ge- 
schlossenes Gebiet A, das nicht zur Fläche gehört. Ausser den ge- 
schlossenen Curven: (»—1) in F, (m— 1) in F' können wir also noch eine 
Curve 01 ziehen, nämlich um dieses Gebiet A, so dass kein FlächenstUck 
durch a, vollständig begrenzt wird. Von jeder weiteren geschlossenen Curve 
aber lässt sich, wenn sie nur durch eine der beiden Verbindungsstellen hin- 
durchgeht, genau wie in Satz IV. zeigen, dass sie ein Flächenstttck voll- 
kommen begrenzt, eventuell mit Hinzuziehung der schon gezogenen Curven. 
Geht eine geschlossene Curve um das Gebiet A herum, so umschliesst sie 
mit Hülfe von a^ ein Flächenstück. Es ergiebt sich also: ausser den 
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(»— l) + (m—l)+l = w+m— 1 Curven umschliesst jede andere geschlossene 
Curve vollständig ein Flächensttlck; d. h. die Fläche ist n+m = (ii+m+2— 2)- 
fach zusammenhängend. Ist die Anzahl der Verbindungsstellen der beiden 
Flächen längs derselben Begrenzungslinien gleich 3, so entstehen zwei 
geschlossene Gebiete, die nicht zur Fläche gehören. Es können also ausser 
den (n—l + m—l) Curven noch zwei gezogen werden, die ein Flächenstück 
nicht umschliessen. Dieselbe Schlussweise wie oben zeigt, dass keine 
weitere Curve möglich ist, die diese Eigenschaft hat, demnach ist die Fläche 
n—l+m— 1 + 2+1 = (w+m+3 — 2)-fach zusammenhängend. Dies fortgesetzt, 
führt zu dem Satze V. 

§.8. 

ConstructioQ einer Fläche, in der zwei elliptische Integrale mit verschiedenen Moduln 

eindeutig und stetig sind. 

Der Werth des elliptischen Integrals: 

dx * 



r 



{ ^x{\ -xX\ -kkx) 

ist eine eindeutige und stetige Function des Ortes in einer zweiblättrigen 
Riemannschen Fläche, in welcher die beiden Blätter in einfachen Linien 
der Durchsetzung von dem Punkte x= oc bis x = und von a: = 1 bis 

X = -VT- verbunden sind. Um die Punkte a: = 1 und x = -tt- ist ein Quer- 
schnitt ganz im oberen Blatte verlaufend gezogen, ein zweiter um die Punkte 
a: = und a;=l, theils im oberen, theils im unteren Blatte verlaufend. 
Ohne die Lage der Durchsetzungslinien zu ändern lege man diese zwei- 
blätterige Fläche zweimal auf einander, so dass man vier Blätter I, II, 
EQ, IV erhält. Man schneide alle vier Blätter längs einer Linie, von 
dem Punkte A bis zum Punkte jB, auf, und verbinde dann die Ränder des 
Schnittes in den verschiedenen Blättern so, dass die Blätter I und III längs 
einer einfachen Linie der Durchsetzung, in der oben definirten Weise, ver- 
bunden sind, und ebenso die Blätter II und IV. Diese beiden Linien der 
Durchsetzung seien der Kürze halber bezeichnet mit D{A, B). Die neue 
vierblättrige Fläche ist dann dreifach zusammenhängend; denn sie ist ent- 
standen durch die Verbindung zweier einfach zusammenhängender Flächen 
vermittelst zweier einfacher Linien der Durchsetzung: der D{AyB) in den 
Blättern I, III und in den Blättern II, IV. Aus der Formel des obigen 
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Satzes ni folgt also: 

n + fn+2y+l = 1+1+0+1 = 3. 

Der eine Endpunkt A der beliebig angenommenen D {A, B) werde nun als 
Windungspunkt eines neuen Integrals genommen^ dessen übrige Windungs- 
punkte mit den Punkten x = 0, x = l^ x = oc übereinstimmen. Ein solches 
Integral ist: 

dx 



/ Vi 

(I 



und es sei nun ^ = — . Den anderen Endpunkt B der Durchsetzungslinie 

D (-4, B) lasse man mit dem Punkte x = -rr- zusammenfallen. Dadurch erhält 

dann die Fläche, die in Figur I. und 11. angegebene Gestalt (abge- 
sehen von dem noch zu ziehenden Querschnitte c). Fig. I. stellt die Fläche 
der Blätter I und II dar, Fig. 11. die der Blätter m und IV. Die letsitere 
liegt unter der ersteren^ und zwar die Punkte unter einander, in denen x 
denselben Werth hat. Die römischen Ziffern an den Seiten der Durch- 
setzungslinien geben an, welche Blätter die Durchsetzungslinie verbindet, 
die arabischen Ziffern dienen zur Unterscheidung der beiden Seiten der 
Durchsetzungslinien. 

In der entstandenen Fläche sind die Punkte a:=l, 0, oc^ -r^r-, ^ 

Windungspunkte erster Ordnung. Für die Punkte x = 1, 0, oo folgt dies 
unmittelbar: sie waren Windungspunkte erster Ordnung in den beiden ur- 
sprünglichen Flächen und sie sind in der neuen Fläche ungeändert ge- 
blieben. Von dem Punkte -jj- gehen zwei Linien der Durchsetzung aus, 

die D (-^ , -j-r) , welche die Blätter I und III verbindet, und die D (-^ , -j-r) j 
welche II und IV verbindet. Geht man also z. B. vom Blatte I aus , so 
führt ein einmaliger Umgang um -jr in das Blatt III und erst der zweite 
Umgang zum Ausgangspunkte zurück. Ebenso verhält es sich, wenn man 

mit Hülfe der D (^-jj , -rr) in den Blättern 11 und IV diese beiden Blätter 

1 1 

zu einem zweimaligen Umgange um -jj benutzt. Der Punkt -yv hat daher 

die charakteristische Eigenschaft eines Windungspunktes erster Ordnung: 
erst ein zweimaliger Umgang um ihn führt zu demselben Punkte der 



K. Schering, arithmelisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen. 137 



Fläche zurück. Von dem Punkte -rr gehen vier Linien der Durch- 
setzung aus: 

1) D (^-j^ , ^) in den Blättern I, III, 

3) p(i, ^) - - - I, n, 

also in je zwei Blättern nur eine Durchsetznngslime. Es führt auch hier 
erst ein zweimaliger Umgang zum Ausgangspunkte zurück: man gehe z. B. 

vom Blatte I aus, die ^(i?tt) Aihrt in II, dann die ^(tt^-it) ^ IV; 
ein Umgang ist vollendet, die Wurzel y'ir(l—a;)(l—&&a:) hat den entgegen- 
gesetzten Werth; die beim Weitergehen getroffene Z)fl,vr) ftlhrt in das 
Blatt III, dann die ^^tt^ -it) wieder in Blatt I, die Wurzel hat wieder 
denselben Werth. Ein solcher zweimaliger Umgang um vnr führt also in 
alle vier Blätter, in jedem derselben geht man zur Hälfte um jr herum, 

wenigstens in der schematischen Figur. Der Punkt tt ist daher eben- 
falls ein Windungspunkt erster Ordnung. 

Die Fläche ist femer in Folge der für die Lage der Punkte A, B 
getroffenen Bestimmung nur noch zweifach zusammenhängend. Wir können 
sie uns nämlich entstanden denken durch Verbindung der beiden ursprüng- 
lichen einfach zusammenhängenden zweiblättrigen Flächen an zwei Stellen 
derselben Begrenzung: Die Begrenzung dieser beiden Flächen wird von den 
beiden Querschnittsystemen gebildet. Anstatt nun den Theil des in der 

Figur mit b^ bezeichneten Querschnittes, welcher durch ^(I^tt) hindurch 

geht, in die Begrenzung aufzunehmen, können wir auch, ohne den Cha- 

1 1 

rakter der Fläche zu ändern, die Punkte ^t^ und -jr , in der Weise, wie es 

Fig. III. zeigt, in die Begrenzung hineinziehen, indem wir durch beide 
Punkte sowohl im Blatte I, wie im Blatte II den Querschnitt b^ ziehen. 
Ebenso möge der Querschnitt 6, durch dieselben Punkte in den Blättern III 
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und IV gezogen sein. Die ^(tt^ -jr) kann nun angesehen werden, als 
. entstanden dnrch die Verbindung: 

1) des Theiles der Begrenzungslinie der Fläche Fig. I, welcher 

durch die Punkte jr und -rj im Blatte I geht, mit dem durch dieselben 

beiden Punkte im Blatte in gehenden Theile der Begrenzung der Fläche 
Fig. n ; 

2) durch die Verbindung deijenigen Theile denelben beiden Bc- 

grenzungslinien , welche durch die Punkte jtj -jt gehend, im Blatte II 

resp. IV liegen. 

Längs dieser beiden Verbindungsstellen mögen die Theile der Be- 
grenzungslinien fortfallen, so erhalten wir wieder die obige Fläche, und 
die Begrenzung reducirt sich auf die beiden Systeme der Querschnitte. Als 
Grad des Zusammenhangs der Fläche giebt also die Formel des obigen 
Satzes (V.): 

n+m+r^2 = 1+1+2-2 = 2. 

Diese zweifach zusammenhängende Fläche wird nun nach dem 
Satze I in eine einfach zusammenhängende verwandelt, wenn wir zwei 
Punkte der beiden Begrenzungen, d. h. der Querschnittsysteme in den 
Blättern I, n resp. HI, IV mit einander verbinden. Dies möge geschehen 
durch einen Querschnitt c (siehe Fig. I. und 11.), welcher von dem Durch- 
schnittspunkte der mit Oi und bi bezeichneten Querschnitte im Blatte IE 

ausgeht und in dem. Durchschnittspunkte von 02, b^ im Blatte IV endigt, 

(1 1 \ 
kk^UJ ^^^ Blatte II in 

das Blatt IV gelangt ist. 

Die dann erhaltene Fläche besitzt also die Eigenschaften: 

1) Sie enthält, wie oben gezeigt, als Windungspunkte erster Ordnung 
sämmtliche Punkte, fllr welche die beiden Werthe der Wurzel: 

Va:(l-a:)(l-&&a:) und Vxil-x){l-llx) 

zusammenfallen; sie besitzt keine anderen Windungspunkte. 

2) Sie ist einfach zusammenhängend. Daraus folgt also, dass in ihr 

die Integrale 

/* dx n f dx 

— - — und / , 

„ Vx(i—xXi—kkx) / Vx(i — xXi-lix) 

eindeutige und stetige Functionen des Ortes der Fläche sind. 
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§.9. 
ZusammenhaDg der construirten Fläche mit der Fläche hyperelliptischer Integrale. 

Nach dem Schlusssatze des vorigen Paragraphen ist auch jede ein- 
deutige und stetige Function der beiden elliptischen Integrale erster Gattung 
mit den Moduln k und / eine eindeutige und stetige Function des Ortes 
der construirten Fläche, also z. B. die lineare Function : 

weim Ci und c, Constanten bedeuten. 

Als Function des Ortes der Fläche hat H ferner eine wichtige Eigen- 
schaft: Es fallen die beiden Werthe derselben, nämlich die positiven und 
negativen Werthe der Wurzelgrössen in den Integralen, in sechs Punkten 
der Fläche zusammen, in den Punkten: 

a: =r 0, 1, 00 in den Blättern I und II 

a? = 0, 1, oc in den Blättern III und IV. 

Dies findet nicht statt fUr die Werthe 

x = -i^ und a: = -i-, 



da fttr diese entweder nur die beiden Werthe von l'icCI— a?)(l— &&a;) oder 

nur von }^a:(l— a;)(l-//a;) zusammenfallen. 

Diese Eigenschaft der Function H leitet darauf hin, einen Zusammen- 
hang derselben mit einem hyperelliptischen immer endlich bleibenden 
Integrale aufzusuchen, also einem Integrale von der Form: 



f 



dZy 



wenn ai, ch Constanten sind, und R{fi) eine ganze rationale Function fünften 
oder sechsten Grades ist. Dieses Integral hat die analogen Eigenschaften 
in einer Fläche der Variabein z. Man erhält diese Fläche (siehe Fig. IV.) 
bekanntlich durch wiederholte Anwendung der für die Fläche eines ellipti- 
schen Integrals dienenden Regeln. Damach sind für die zweiblättrige Fläche 
mit sechs Windungspunkten erforderlich: 

a) Drei Durchsetzungslinien zwischen den Windungspunkten. 

ß) Zwei Paare von Querschnitten : a„ 6| und a,, 62, deren positive und 
negative Seiten so liegen mögen, dass ein positiv durchlaufener Querschnitt a 
(d. h. so durchlaufen, dass die umschlossene Fläche zur Linken liegt) von 

18* 
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der negativen zur powtiven Seite von b führt, ein positiv dnrchlaafeuer 
C^erftc^hnitt b von der positiven zur negativen Seite von a, 

y) Ein „oiFener* Qaenjchnitt c, der die beiden Paare a, 6 verbindet. 

In einer solchen Fläche, die mit T(» bezeichnet sei. ist da* hyper- 
elliptiftche Integral eindeutig nnd stetig, und für sechs verschiedene Werthe von 

i fallen die beiden Werthe der Wurzel }R{i) zusammen. 

Es mnss also der obige Ansdmck H anf die Form eines solchen 
hyperelliptischen Integrals gebracht werden können, wenn es möglich ist, 
H als eine eindeutige und stetige Function einer Variabein s darzustellen 
in einer zweiblättrigen Fläche, die mit der obigen r(«) Übereinstimmt, 
und femer wenn umgekehrt der Ort dieser Fläche eindeutig und stetig mit 
den Werthen von H sich ändert Dieses wird erreicht durch die Lösung 
der Aufgabe: Eine Function i von x so zu bestimmen, dass s, in der 
Fläche T(«) erstreckt, eine eindeutige und stetige Function der Variabein x 
ist in der vierblättrigen Fläche, die mit T{x) bezeichnet sei, und auch um- 
gekehrt X eindeutig und stetig von « abhängt, so dass also die obige eier- 
blättrige Fläche auf eine zweiblättrige mit sechs Windungspunkten in gegen- 
seitiger eindeutiger Beziehung abgebildet wird. 

Die Form jener Transformationsfuuction « von x ergiebt sich leicht: 
Die Fläche T{x) ist vierblättrig. Zu jedem Punkte derselben soll 
ein Punkt der Fläc^he T(«), also zu vier übereinanderliegenden Punkten in 
T{x)^ d. h. zu einem Werthe von a:, vier lenkte in T{i) gehören. Zwei 
derselben mögen im unteren, zwei darüber im oberen Blatte in T{i) liegen: 
d. h. also, zu einem Werthe von x sollen zwei Werthe von « gehören. 
Umgekehrt, zweien übereinanderliegenden Punkten in T(ä), d. h. einem 
Werthe von z sollen zwei Punkte in T(x) entsprechen. Diese müssen dann, 
wie sich leicht ergiebt, ebenfalls übereinanderliegen, d. h. dann also, einem 
Werthe von z entspricht ein Werth von x. Ausserdem soll s sich stetig 
mit a:, und umgekehrt x stetig mit i sich ändern. Diesen Bedingungen 
wird genügt, wenn z eine algebraische Function von x ist, so dass: 

F(ä, i) = 
oder ausgeschrieben: 

(VlIL) zz{a^x-\'b^)-^z{a2x + b2) + {ayx + b^) = 0. 

Die sechs Coefficienten sind theil weise durch die auftretenden Bedingungen 
zu bestimmen: 
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1) Für die Werthe: 



_ i _ 1 



fallen alle vier übereinanderliegenden Punkte der a^-Fläche zusammen, es 
müssen also auch für diese Werthe die beiden zu einem x gehörenden 
Werthe von ^ zusammenfallen, da einem Punkte in T{x) auch nur ein 
Punkt in T{z) entsprechen soll. 

Es müssen also die beiden Gleichungen erfüllt sein: 



kk 



U 



Daraus folgen die Gleichungen: 

U{a, + b,kk){as + b,kk) = {a, + b,kky, 
^ •'' j Ha^ + bjl){a, + bjl) = {a, + b,ll)\ 

2) Analog der Form, in der die elliptischen Integrale angenommen 
sind, wollen wir auch die Form des hyperelliptischen Integrals so wählen, 
dass im Nenner die Wurzel einer ganzen rationalen Function ungerader 
Potenz, also der fünften steht. Hierdurch geschieht der Allgemeinheit kein 
Abbruch, da durch eine geeignete Transformation bekanntlich dieses Inte- 
gral in ein solches verwandelt werden kann, welches sechs im endlichen lie- 
gende Windungspunkte besitzt. Wir nehmen also an, dass die Punkte ä = 
und Ä = oo Windungspunkte der Fläche T{:&) sind. Dann folgt, dass auch 
die entsprechenden Punkte der Fläche T{x) Windungspunkte sein müssen, 
damit eben der Ort der Fläche T{x) eindeutig von dem Orte der Fläche 
T(») abhängt. Es sind aber die zu den obigen Werthen von ss gehörenden 
Werthe von x: 

zu Ä = 0, x = — '-, 

zu SS = oc, X = ^ • 



' a. 



Es müssen also diese Werthe von x gleich einem der Werthe : 0, 1, oo sein. 
Wir treffen nun die folgende Vereinfachung: Es soll zu dem Null- 
werthe der Variabein & der NuUwerth von x gehören. Hierdurch wird 
der Aufgabe der Zusammensetzung der elliptischen Integrale zu einem 
hyperelliptischen keine wesentliche Beschränkung auferlegt, da der Null- 
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paukt der «-Ebene, wenn er ursprünglich nicht diese Lage hätte, durch 
eine lineare Transformation in den gewünschten Punkt verschoben werden kann. 

Wir setzen also : 63 = 0. 

Wird dann die Transformation vollständig durchgeführt, und stellen 

wir die weitere Bedingung, dass die Summe sowie die Differenz der beiden 

elliptischen Integrale je einem der beiden von einander linear unabhängigen, 

immer endlich bleibenden hyperelliptischen Integralen gleich sein soll (denn 

in dieser Form nur kann die Transformation unserm Zwecke dienen), so 

ergiebt sich die Bedingungsgleichung: 

b, = 0. 

Dann gehören also zu a: = die beiden Werthe » = und z = 00. Die 

Gleichungen (IX.) erhalten die Form: 

40103 = (02 + 62**)', 

4ai03 = {a2 + b2lt)\ 
aus denen sich ergiebt: 

.1 _ a^ + b, kk 

Es kann hier nur das untere, negative Zeichen angewandt werden, da vor- 
ausgesetzt ist: k^l; es folgt daher: 

202 = -62(*&+//), 
und ans den obigen Gleichungen wird: 

Werden diese Werthe in (VIII.) eingesetzt, so ergiebt sich: 

sia,x+bjs(l-x^^^^) + x^{kk-Uy = 
oder: 

zi(^y-x+^-2i{2-x{kk+ll)) + x{kk-tty = 0. 
Setzt man: 

4a. 

-fcf = ~^' 
so erhält die Gleichung die Form: 

(VIIP.) ss,uiux-2fi»{2-x{kk+ll)) + x{kk-Uy = 0. 

Die Auflösung nach x ergiebt: 

4z f^ 

(kk~liy 



1+2m.tS^,+ "'*'* 



(kk-iiy ' (kk—iiy 



K. Schering, arithmetisch-geometrisches Mittel aus vier Elementen. 143 



oder wenn man setzt: 






woraus folgt: 
SO wird: 

(In einer ähnlichen Form benatzt Herr Hermite in der oben citirten Abhand- 
lang die Transformationsgleichung als Aasgangspankt der weiteren Unter- 
sachangen.) 

Mit Hülfe der Identität: 

4 = (&'+r)'+(*'-o'+ 2 (**+//) 

and der Gleichungen: 
ergiebt sich: 

aß\^z-(V+ir\\f.z-(k>-Py\ 

'^- ^tf,\^ + az\\i + ßü\ ' 

Setzt man: 

ÄC») = a(l-|-«a)(H-/9»)(.u»-(Ä'+r)')(ua-(Ä'-0'), 
so folgt aus den obigen Gleichungen: 

1 1 ii.i(i + aay{i + ßiy 

^x{i—x){i—hkx) ~ »^ä(ä) 2aß.(i—sVttß) ' 

•«(1— a!)(l — //«) »'fiCa) " 2a/5.(14-5»'o/?) ' 

oder, wenn man der Kürze halber setzt: 

x{l-x)il-kkx) = ^{x,k), 
x{l-x){l-Ux) = ^{x,t), 
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80 ergeben sich mit Hülfe von: 



die Gleichungen: 






aas denen folgt: 



dx d» 



■2ffi{l-z}'aß), 




dx . r* dx ..I— /*' da' 



+/'t^ = «^/" 



Setzt man allgemein: 

ß(8) = c(s)(8— imOC« — »»i)(«— «»3)(a— »»4), 
worm c eine Constante bedeutet, so dass also in unserem Falle: 

r' 

wird, 80 folgt daraus: 

m,.ffh = —{kk-ltf = —{kk'-llf = »13. W4. 

Man erhält also für die vier im Endlichen liegenden Windnngspunkte 
Uli, WI2, *W3, »14 eines hyperelliptischen Integrals die fllr die Zurückflihrung 
desselben auf elliptische Integrale nothwendige Bedingungsgleichung 

iTti . i7}2 — fn^.m^ = 0. 
Diese Gleichung erweist sich auch als hinreichend: 

Es folgt aus den obigen Gleichungen: 

m 

k' = i|/,«|i'i«4 + ]'«»j[, 
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und hieraus: 

1-kk = i(4+."(|/m. + >/»»,)'), 

1-// = i(4+/i(/i«,-,/inO'), 
k'k' = ^i]'m,+ i/m,)\ 

Zwischen den vorgegebenen Grössen m,, m,, 1113, m^ müssen solche Be- 
dingungen bestehen, dass: 

ÄÄ+*'Ä'=1 und //+/7' = 1 
ist d. h. es muss: 

oder : 
oder: 

Uli . ^2 — IW3 . fW4 = 

sein. Es ergiebt sich also: 

Ein immer endlich bleibendes hyperelliptisches Integral, dessen vier 

im Endlichen liegende Windungspunkte iw,, m,, 1W3, 1114 die Bedingung 

erfüllen : 

fn^.nH'i — 1713.1114 = 0, 

lässt sich immer auf die algebraische Summe zweier elliptischer Integrale 
erster Gattung reduciren. — 

In den Gleichungen (XI.) ist u ein beliebiger constanter Factor; 
setzt man 

fX — - - - , 

wo t eine neue beliebige Constante bedeutet, so erhält ä(ä) eine einfachere 
Gestalt : 

Es waren «, ft durch die Gleichungen 

definirt, mit Hülfe der obigen Gleichung für // folgt also: 

Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 2. 19 
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oder, wenn man setzt: 

(XII.) m = (-^^)', n = {-j±L-)\ 

80 wird: 

(1.) ß = tm, a = tn, 

fi = »»«/.(&'+0*. 

Ans den Gleichnngen (Xu.) folgt mit Benutzung der Identität: 

4 = {k'+ry + {k'-ff + 2{kk+lD 
die Relation: 

(2.) k'+r = ■ ^, , 

demnach wird: 

4 

(3.) ßi = m«/.-^^p^— ^^— . 

Ans den Gleichungen (XII.) folgt femer: 

(^•) ( k>+i' ) =♦»•*»• 
Mit Hülfe 'dieser Gleichungen (1.), (2.), (3.), (4) erhält: 

Ä (») = » (1+ az) (1+ /?») {uz- (&'+ /')') (iu» - (Ar'- /')') 

eine einfachere Form: 
Es ist: 

/iz-ik'+ry = {k'+rf\mntz-l\ 

4 

= "77~1 nTT"; — r-|lW«'Ä— 1 L 



also wird: 



(l + m)(l + n) ' " 

«W - (! + „,)• (! + „)• •'*'(»^' 



wenn : 



(XIIL) «.(,) = .(.+ A)(,+ J_)(,__l_)(,_±). 

Da femer: 

4^^ =8 ''"^ 



/l-l-OTj/l + B ' 



m.n.fi 



ri-f mri-f n 
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80 erhalten die Gleichungen (XL) die Form: 

/ dx /' dx _ p p d% 

/ t^3t(^) / ~Vw{p^) ~ ^/ /ä;« ' 



wenn: 



tnn.t^ Vmn.t 

§.10. 
Die Wertbunterscbiede der byperelliptischen Integrale ao den QuerscbnitteD. 

Wird die oben abgeleitete Transformationsgleichung (X, pag. 143): 

4aßf6 



X = 



nach i aufgelöst, so lassen sich die beiden Wurzeln «i und ;52, nach Ein- 
setzen der Grössen k und l, auf die Form bringen: 



'^ * « ^ . ' \}l X r IT / (}/\-xkk--^\-xlt? ' 



(I^l-xftA-»'i— «/o' 

Hieraus ergeben sich unmittelbar die zu a; = 0, 1, >», tt 7 -jr ge- 
hörenden Werthe von »: 



ar = 0, 



«! = '», 
«2 = 0, 

8. = -1- (Ä'+ 0' = * 



rr = 1, 



II ^ mnt ' 



rr = 00, 



fJL ^ ^ ^ Ifti ' 



1 1 1 

X = -Tj- , Ä = 4 (*Ä— //) = H — >^=^ , 



11 1 

/' ' I* tVmn 



19* 
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Diese Werthe von 5 liegen also in den Windungspunkten der 
Fläche T(a). 

Die beiden Paare von Querschnitten a, b in der Fläche T{z) sind 
darnach so zu ziehen, dass sie entsprechende Windungspunkte umschliessen, 
wie die Querschnitte a, b in der Fläche T(x). 

Hiemach ergiebt sich: 

Das Innere des Querschnittes Oi in der Fläche T(») entspricht dem 
Aeusseren von ch in T{x)^ also dem ganzen Blatte IV. Das Innere von 
62 entspricht in beiden Flächen einander, ebenso das Aeussere von Oi] 
endlich sind das Aeussere von 61 in T{z) und das Innere von bi in T(x) 
einander entsprechende Gebiete. Hierdurch sind dann auch die positiven 
und negativen Seiten der Querschnitte in den beiden Flächen bestimmt, 
wenn man die auf pag. 139 gegebenen Regeln zu Grunde legt. 

Die so entstandene Fläche T{z) ist eine in den kleinsten Theilen 
ähnliche Abbildung der vierblättrigen Fläche T{x). Den unendlich kleinen 
Ortsänderungen von z in der ersteren entsprechen proportionale Orts- 

änderungen von x in der zweiten. Nur in der Nähe der Punkte a; = -jrr 

und ^ = -[[-'1 ftlr welche die beiden zu einem x gehörenden Werthe von z 

zusammenfallen, ist die Aenderung von x proportional dem Quadrate der 
Aenderung von z. Es muss also auch der Querschnitt c, der in die Nähe 
eines dieser Punkte führt, in der Fläche T{x) einen doppelt so grossen 

Winkel um diesen Punkt beschreiben Tin der Figur um tt-), wie der ent- 
sprechende Querschnitt c in T{z) um den entsprechenden Punkt —^-=-] wie 

tVmn 

es die Figur auch schematisch angiebt. 

Bei der wirklichen Berechnung der längs der Durchsetzungslinien 
erstreckten hyperelliptischen Integrale ist ein durchgehender Unterschied 
der Integrale: 

/dx 1 /''_ dx 

zu berücksichtigen. Es bezeichne Di/t^^v) eine zwischen den Windungs- 
punkten u, V sich erstreckende Linie der Durchsetzung, D^t (.u, y) III^ oder 

kürzer Dj^lll2 den Werth von )'^(a?, k) in einem Punkte des Blattes lU an 
der Seite (2) der betreffenden Durchsetzungslinie. Analog möge die Be- 
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Zeichnung der Werthe von I^JR {x, k) in irgend einem anderen Blatte , und 
der Werthe von }^^ {x, t) gewählt werden. 

Erstreckt man die elliptischen Integrale zunächst von einem Punkte 

an der Durchsetzungslinie /)(l, ,t) im Blatte I, z. B. von I2,. um den 
Punkt X = 7, herum bis zu einem Punkte derselben Durchsetzungslinie im 



Blatte III, z. B. bis III, so tritt für ^^(x^ k) ein Zeichenwechsel ein, da 
der Punkt j-r umschlossen wird. Dagegen ändert r9l(ar, /) nicht sein Zeichen. 

Daraus folgt also : Z);fc(l, rr)l? == — AIHj, Z)^(l, rir)lo = DJHi- Da weiter 

bei einer Ortsänderung der Variabein x von einem Punkte der D(1, -rr) 

bis zu einem Punkte der D (0, oc) in demselben Blatte und an derselben 

Seite der Durchsetzungslinie, kein Zeichenwechsel für ^^{x, k) und yW{x, /) 
eintritt, so folgt, das» die obige Regel fllr die Vorzeichen der Wurzeln, 
auch au der Durchsetzungslinie /)(0, oc) gilt. Berücksichtigt man weiter, 
dass in den überenianderliegenden Punkten der Blätter I und 11, resp. III 
und IV, welche jede für sich die ursprünglichen Flächen bildeten, die ent- 
gegengesetzten Werthe der Wurzeln liegen, so erhält man für diese Werthe 
an den Durchsetzungslinien: 

d(i, y) und Z)(0,^) 



die Formeln: 

(XIV.) 
und 

(XV.) 



Z)J,= DJI,= DJU,== DJY, 
= -D,I,= -DJI. = -^1112= -1>JV, 



All- DM,= Z)JII,= AIV, 
= -DJ, =. -Z)JI, = -DJIIj = ~AIV,. 
Anders gestaltet sich der Zeichenwechsel an der Durchsetzungslinie 
©(tt,-»). Hier bedarf es eines Umgangs um den Punkt ^ , um in den 
Blättern I und 111 resp. II und IV zu übereinanderliegenden Punkten zu 
gelangen ; und es ändert bei einem solchem Umgange nur ^fß (ar, /) sein 
Zeichen. Hieraus ergeben sich leicht die Formeln: 

(XVI.) ( • , , , 
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Für /Si (x, / ) erhält man wieder die Formel < X V. k Aus diesen For- 
meln, wie aueh unmittelbar an» der Fläche ergeben »ich die Relationen 
zwischen den Werthen der Wurzeln, welche zu den vier fibereinanderlie- 
genden Punkten auf einer Verbindungslinie solcher Windnngspunkte ge- 
hören, zwischen denen sich keine Durchsetznngglinien erstrecken« also auf 
einer Linie zwischen den Punkten x = und x = 1. Wenn man mit Di 

z. ß. einen solchen Werth fUr die }%l'Xyk im Blatte I bezeichnet so folgt: 

'■ (AI = -AU = -D,iii = d;iv, 

denn, um zu den betreffenden übereinanderliegenden Fakten z. B. von I 
nach III zu gelangen, ist ein Umgang um zwei Unstetigkeitspunkte von 

^9i(x,k) nöthig, nämlich um tv und 1. dagegen nur um einen Unstetig- 

keitspunkt von ]%ix,l) nämlich 1. 

Es mögen nun mit A\, A]. Ä}, B\ die Unterschiede der Werthe 

des Integrals Pj -^^- an den Querschnitten resp.: a^ Oi, 6|, 62 be- 

zeichnet werden, wenn diese von der negativen zur positiven Seite ttberschritten 
werden, analog mit Ai^ A]^ Äi, Bl die Unterschiede der Werthe des Integrals 

-y -. an denselben Querschnitten, in derselben Weise ttberschritten. 

Die positiven Werthe der ganzen elliptischen Integrale seien femer durch 
folgende Gleichungen definirt: 

I 

/** dx /*" 

.. , — oder mit / r&l das in dem Blatte 11 an der Seite 

1 der von m bis n gehenden Durchsetzungslinie erstreckte Integral be- 

zei(*linet wird und wieder 1 = ^—1 ist. 
Es folgt dann: 

Ol Ol 

^1 = 4ür+4L. 
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Daraas ergiebt sich unmittelbar der Werthunterschied des zweiten Integrals 
an demselben Querschnitte, nach den Gleichungen (XP.): 

AI = 4/ir-4L. 
Ferner ist: 

1 IJ 1 u 

oder mit Hülfe der Formeln (XVII.) : 

also wird: 

AI = -AK-^L. 

Analog ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (XIV.) und (XV.): 

B\ = 4if,t + 4L,i, 
Bl = 4/f,e-4L,i, 
B\ = -4/irii+4L,», 
^ = -4/ir,i-4L,i. 

Die von Riemann aufgestellten Relationen*) zwischen den constanten 
Unterschieden -46e/scher Integrale an den Querschnitten, lauten: Wenn A, 
B und die Indices derselben die oben angegebene Bedeutung haben, p die 
charakteristische Zahl bedeutet, welche angiebt, wieviel Paare von Quer- 
schnitten zur Herstellung einer für die .4&e/schen Integrale einfach zu- 
sammenhängenden Fläche nöthig sind, so ist: 

(1.) = 'J'i^.ßj-Äj.^i! 

und: 

(2.) < Ü' la^'^ . <^'-^ - (^"-^ ' /'^l , 

worin a, /i, y, 3 durch die Gleichungen: 

BS^') = /?^^) + iJ<^> 
deiinirt sind. 

In unserem Falle, in welchem p — 2 ist, muss in (1.) also ,u = 1, y = 2 
gesetzt werden. Nach dem Obigen ist dann: 



*) Riemann: Theorie der il6e/8cbeD Functionen lY, §. 20, 21. In diesem Journal 
Band 54, 1857. Riemann» gesammelte Werke, herausgegeben von H. Weber; No. VI. 
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m 

A\B',-B\Al = |4/ir+4L||4/f,i-4L,i}-!4lir,i+4L.t||4Ä'-4L|, 
A]B',-B]Al = !-4Ä'+4L|j-4Ä',i-4i,tI-|-4Är,i+4L,i{ 1-4/^-4^1 

= |4ifi»+4I,iJ;'4Ä'-4Li-;4/ir+4I.||4/f,t-4I,i!, 
also wird 

{A{B]-B\A\) + {A]m-B]Al) = 0. 

Ferner ist, wenn Ar und / reell and kleiner als 1 vorausgesetzt werden, 
auch K, L, K,^ L, reell, und 



Also ist iUr das Integral P / --- r^L : 



'ifa<''(J<')-/^')y(') = ^'nO-'iSi') = Al.B\.i+A].B]. \ 

= I4Ä'+4L!|4Ä'. + 4L,H-{-4Ä'+4L!j-4if, + 4L,; = 32 lirif, + 32 ZiL,, 
.demnach grösser als Null. Analog ergiebt sich: 

A\Bl.-r+AlBl] = |4Ä'-4L||4/ir,-4Z,,| + |-4/ir-4L||-4/r,-4I,| 

= 32/r/r, + 32LLi. 

Die oben angegebenen Relationen zwischen den Periodicitätsmoduln, 
oder den constanten Unterschieden der Integrale an den Querschnitten be- 
stehen also auch flir die beiden hier untersuchten hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung; zugleich haben diese die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass 
die absoluten Werthe der Periodicitätsmoduln für beide Integrale und ftir 
beide mit gleichem Buchstaben bezeichnete Querschnitte gleich sind. 

Die obigen Relationen sind der analytische Ausdruck flir die Mög- 
lichkeit, aus den p von einander linear unabhängigen ^6e/schen Integralen 
erster Gattung, mit Hülfe einer linearen Substitution, p andere von einander 
ebenfalls linear unabhängige Integrale zu bilden, deren inverse Functionen 
durch die allgemeinen t9 - Reihen ausdrlickbar sind. Nach . dem Obigen 
müssen auch die beiden hier untersuchten hyperelliptischen Integrale diese 
Eigenschaft besitzen. Es Hesse sich also auch von hier aus ein Ausgangs- 
punkt gewinnen für die Untersuchung, welche Herr Hermite in der oben 
citirten Abhandlung begoimen hat, und welche die Fälle behandelt, in denen 
eine ^-Reihe mit zwei Argumenten auf solche mit einem Argument zurück- 
geftllirt werden kann. — 
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Analog, wie die augcgebenen Werthunterschiede der hyperelliptischeii 
Integrale an den Querschnitten, sind die Werthe der von einem Windungs- 
punkte zu einem andern erstreckten Integrale abzuleiten. Interesse haben 
die Werthe derjenigen Integrale, deren obere und untere Grenzen die 
beiden zu einem und demselben Werthe von x gehörenden Wurzeln Zi und 
^2 sind. 

Es ist: 



/""■vm =/:«+/:« 



' t kk 



plus einem analogen Ausdi-ucke für [/], also nach den Formeln (XIV.) und (XV.) 

1 

t 

und daher nach den Gleichungen (XP.) auch 






Diesem entsprechend wird: 



/mt fi^ /»<» /»l /*Ü 

VTS =./..,W+/..W+/..,W 



nt 

+ 







+ einem analogen Ausdrucke für [/]. 
Mit Benutzung der obigen Formeln (XIV.) bis (XVII.) folgt: 



''/ "w.) = '/. w+2y;;[*]+2/:'m. 

~ «7 kk 

Das in der Fläche, also ohne Ueberschreiten der Querschnitte, er- 

streckte Integral f [Ar' ist aber gleich dem Integrale f [Ar] , wie sich leicht 
daraus ergiebt, dass das Integral, um alle vier Windungspunkte, oo, 0, 1, 
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-jT erstreckt, zu Null wird; es folgt also: 



/"*< dz 
-7==- = +4L 



nt 



•ä,(5) 



und daher nach Gleichung (XP.) 









Vrxz) 



Diese beiden letzteren Integrale liefern uns, zusammen mit den un- 
mittelbar sieh ergebenden: 



Pf'-JL=- = 2K+2L, 



i »^Ä>(«) 



1 



Qf'-ßt=. = 2K-2L, 







vier reelle ganze Integrale. 

Die Determinante derselben ist: 

1 



1 — . 1 



= (2/f- 2L)4L - (2Ä+ 2L) (-4L) = 16/f/., 

oder, wenn man zur Unterscheidung die Variabele des Integrals, dessen 

1 1 
Grenzen und sind, mit «j bezeichnet: 

nt mt ' 



*'~" nt 



Hiemach wird die gesuchte Darstellung des oben definirten Mittels 
m(a, 6, c) durch reelle ganze hyperelliptische Integrale leicht erhalten. 
Es lautete Gleichung (VIL) pag. 130: 

1 4 f 



m(a, 6, c) n^ q>.\tf 

ferner war (s. Gleichungen (XP.), pag. 147): 



.KL, 



p = 2 ^"l + ml^i + n ^ ^ ^ /T+^l/ j-^yi 
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Darnach ergiebt sich also: 

«' _ (l + roXi + «) f /"'=7 f"^-^ (i-z,)d!idz, 



m(a,b,c) (mn)i.l' q)^> ^^, *{ 



•ä,(8)»'Ä,(3,) 



' nt 



Man bestimme nun die bis jetzt beliebig gelassene Constante / so, dass 
der Factor des Doppelintegrals gleich Eins wird. Dann lässt sich der 
erhaltene Satz so aussprechen: 

Bildet man aus den drei positiven reellen Grössen a^^ b^, c^, die der 
Ungleichheit a^^ by^ Cy genügen, nach dem Algorithmus: 

^ Oy + br 



26^^, = }^ayby + c,, 

^Cy,i = {]^'^+]^b^)]^c^, 

drei neue Grössen a>,+i, 6,^1? ^»-^i ^- *• ^9 bez^eichnet den Grenzwerth, dem 
sich die Grössen ay, by, Cy bei wachsendem v nähern , mit m (ßy , 6, , c,,) und 
setzt ferner für irgend einen Werth des Index v: 



^ ___ üy + hy // ay + by y . 
[y - 2 r V 2 / ^'^ 

(py = y^ayby — iayby — Cyy 

xf)^ = \^ayby-\-iayby — c\, 

q>y ' tPy ' 

(o&o k' <C 1, /' < 1), deßnirt weiter k und l durch die Gleichungen: 

kk + k'k' =1, ll-\-n'= 1 



und setzt: 






«0 ist: 






'•=-«. 
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5. 11. 

<;lli|itii^clie Inte^ale nriil durch frin Pro^in^t der Gostiis^bem arickBeds4.*'h* 
\ryMmi^TwMi:n Mittel . Ia.*^^t «ich oiügekehn au» dem allgemeineii Bordkmrdi- 
Mchifii l'lieoreme ableiten, weun man die Bedingungen anf&sekt. welchen 
die vier Kleniente de» MitteU genogeu mu&o^n. damit die Xnllwcrrhe 
13«). m^. Hl), m^ der ganzen rationalen Fnnetion. deren QnadratwnrBel im Nenner 
unter den hyperelliptii^rhen Integralen s^teht die oben angegebene Bedingung 
erflillen: 

alHO die Integrale auf elliptii^rhe Integrale redueirbar sind. Da man bei 
der I^hirehfUhrung diei^er Keehnung auf einen spedellem Fall geleitet wird« 
in welcheio auch ein Mittel aus tier Eiememiem durch soleke com sirei dar- 
gentellt werden kann. fM> möge »ie im Folgenden kurz ausgeffthrt werden. 

Der Borchardttiche Satz lautet *; : 

^Man bilde ans den eier Elementen a, b, c, e durch dem Algoritkmus: 

4a; = a-rfr-fc-fe, 
26, = )fl6 + )ce, 
2c, = )ac-r ) be, 
2ei = tae-^-ibc, 

eier Grössen aj . 6, , Cj . ^, . aus diesen durch den nämlichen Algorithmus wiederum 
eier Grössen a,. b^. c^, e^ etc in infinitum, dann nahem sich mit wachsendem 
n die eier Grössen a,, 6., c^, e, der nämlichen Creme gf, deren Werth man 
folgendermassen bestimmt: man setie 

a - a + b + c-t e^ 

b = a + b — c—e, 

C — a -b + c — e, 

e — a — b — c + ey 

2b' = \ab + ü e, 26" = M - l'cc, 

2c = J^äc + V'be, 2c" = i'öc - >^bc, 

2e' = V'a e + l^bc, 2c" = i^äe - l^bc, 



*) Monatsberichte der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin yom 
2. November 1876 pag. 617, und vom Februar 1877. 



dann ist: 
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__ acV _ cc'e' __ a&'e' _ b'&c" 

«0--^, «i--^, ^^--^—J ^^-—J-^ 

R{z) = »(«-«„)(ä — aj)(»~«2)(Ä — «3), 



(XVIII.) — ^pdi'fdz 



Z — ä' 



9 { 'i^ VR(z)RQ,^ 

Die drei möglichen Formen, unter denen das Produet zweier der Grössen 
«0, «17 «2, «3 gleich sein kann dem Producte der anderen beiden, sind: 

«„«3 — «1 «2 = oder a„ a, — aj «3 = oder a„ «2 — «3 a^ = 0. 

Besteht die erste Gleichung, so ist: 

aco .0 c c = cc e .ac e 
oder: 

6' 6' = eV, 
daraus folgt leicht: 

6 = e, 

dann erhält also der obige Algorithmus die Gestalt: 

26i = (|/a -f )/c) ]fb, 

2c, = 1^00 + 6. 
Dieser stimmt überein mit dem pag. 128 für das Mittel m(a, b, c) erhaltenen, 
wenn man b mit c, 6, mit Ci, allgemein 6^ mit c^ vertauscht. 
Setzt man nun: 

i 1 1 1 

""'^-Hifä^ '"'-'''fiä' ""^-"«r' ^^-y 

so ergiebt sich: 

c" c' 

c ' a 

Um hieraus k und / zu berechnen, sind die Gleichungen (XIL) 

pag. 146: 

nach Ar und / aufzulösen. Dies ergiebt: 



•i + n^l + m ' }/\ + nV\J^m^ 

, > _ 1 — y^wi« -^ i + ^^wm 



1^1-f wi^1 + m ' i/l4.n^l + 



m 
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Man findet dann: 

,, Vac — Vac^* - Väc + Vac^T* 



-i"-i'(°-r)'-»' 4^-/(-j^)'-»' 

Mit Hülfe der oben abgeleiteten Gleichung (pag. 154): 



1 

2=— ^s, 






nr 



erhält dann die Borchardt&che Gleichung die Form: 

n* _ (mn)i,t^ ißirf — {m n)ij * ^^ n i n i 

g - 4(iTmT(T+«y'-^^^^"" 4(r+t»)(i+wr-^^*'2 "M(i,Ä') ' 2"'M(Y,/') 

i _ (m«)i/* J 

g~ "" Ti 4:m")(r+w) ' M"(T;V)M(i, /')' ' 

Nun ist: 



,, 66" {ac)i , ,a /c'c"\4 



(l4-i»)(l+ii) = 



(c'c")* ^ ^ ac 

{c-&'){a-c') 



ac 



also wird: 



i 66" i i 






g " b* ^c-d'){a-c') M(i,^)M(i,n 

Femer ergiebt sich: 

6" Va— •€ 6 



'6' •a + Zc a-\-c . fra + cS^ 



+m^f-^'' 



bb" a + c 



fc' 2 IV 2 / 

und: 



(.-c')(«-e")=t°T^-/(4iy-*.r. 

Werden in der früheren Definition der Grössen /, y, i// (s. pag. 128) 
die Buchstaben b und c vertauscht, und die Bezeichnungen /, y, rp unge- 
ändert gelassen, so entsteht: 

V = y'öc + ^c-ft-. 
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und man erhält dann: 

und also nach Einsetzung in die obige Gleichung flir — : 

9 ~ tf 



M(.,p M(i,|) 

oder : 

_ M(f,y)M(/;v;) 

^ " f 

d. i. die oben auf rein algebraischem Wege abgeleitete Gleichung (pag. 128). 

üie unsymmetrisch in dem Algorithmus für g, wie in /, y, tp auftretende 

Grösse ist hier mit b, oben mit c bezeichnet — 

Besteht zweitens zwischen den Grössen or,), a^ «2, a, die Gleichung: 

so folgt daraus: 

aa = c'c' 

und nach vollständiger Durchführung der Rechnung: 

•IN ck ab , ae , eb 

Aus der dritten Gleichung: 

«„«1 — «2«3 = 

ergiebt sich analog: 



cc = c c 



und hieraus: 



(2.) 2a = ^ + ^'+^' 

e o c 



Diese beiden letzteren Fälle bedeuten also nicht wesentlich ver- 
schiedene Bedingungsgleichungen flir die Grössen a, 6, c, e. Gleichung (1.) 
geht durch Vertauschung von c und a mit einander in (2.) über. 

Es bestehe die Gleichung (2.), so dass, wenn man: 

bc j eb ce 

2^ ~ ' ^ 2c ~^' 26""* 

setzt, 

wird, also die vier Elemente des Mittels sind: 

ß + r + ^y b, c, e. 
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Die in dem Borchardt9,c\ie,i\ Satze vorkommenden Grössen a, b, c, e, 
b', c', e' etc. erhalten dann die einfache Darstellung: 

Wie aus den Formeln des ifforcAar^/fschen Satzes ersichtlich ist, sind 
für V y c\ e' die positiven Werthe zu nehmen. Die obigen Grössen sind positiv, 
wenn li>Y>e und ß>Y+^j oder wenn man fllr 6, c, e die Ungleich- 
heiten voraussetzt: 

e<ic<ib und e<^ 



6 + c 
Setzt man: 



«ü — ""^p~ 7 ^1 — ~^^ ' ^ "~ ^* ' ^3 — " 



f 7 



SO ist, in Folge des negativen Werthes von e": 

J = (-l)iz/', 
i . 1 . 1 . 1 . 

Befreit man die Grenzen der Integrale von der als Factor auftretenden 
vierten Wurzel der negativen Einheit, so ergiebt sich: 






^ ./ / l^Ä(a)H(a') 



«2 



Dass das Doppelintegral, wie die Gleichung es fordert, einen reellen Werth 
hat, lässt sich so zeigen: 

Nach dem obigen ist: 

J\a\ — a\) = ce \c*—a) = — ce\2y, 

//(aj— «i) = c^ae'—b'c) = — c.4y€, 

// (aj — Co) =icb\c*~-a) = — c6'. 2y, 
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daraus folgt: 

<: «; < «2 < «; < «„. 

Es ist also das Integral zwischen den Grenzen und «3 eomplex, das Integral 
zwischen den Grenzen a-, und a, rein imaginär. Wird das erstere in die 
Theile von bis «i, von a\ bis «2, von «i bis aj zerlegt, so hebt es sich 
in dem Doppelproducte, wie ersichtlich, zum Theil mit dem von «j bis a\ 
erstreckten Integrale auf, und man erhält dann: 



(XIX.) 



*/ »^I(ä) \/ »''Ali)" «/ Vä(7) 



Die als Summanden auftretenden Integrale sind nach dem obigen reell; 
die Integrale, deren Factor i ist, sind rein imaginär, also ist der Werth 
der rechten Seite der Gleichung ein rein reeller. 

Um den Werth der von « = bis « = «3 stetig erstreckten hyper- 
elliptischen Integrale zu erhalten, bestimmen wir zunächst die absoluten 
Werthe der Integrale zwischen je zwei benachbarten Windungspunkten. 
Das Integral, das stetig von ä = an den Windungspunkteu a„ «2, «3, «o, + ^ 
vorbei und von — ^ bis a = zurück erstreckt wird, muss den Werth Null 
haben, und daraus ergeben sich dann die Vorzeichen der Werthe der ein- 
zelnen Integrale. 

Setzt man: 

1 i i _ i 

SO ist, in Folge der oben (pag. 147) angegebenen, zu einander gehörenden 
Werthsysteme von a und x und der als positiv angenommenen Werthe der 
elliptischen Inti^grale : 

Ferner ergab sich mit Hülfe der construirten Fläche (pag. 154) (wie übrigens 
auch algebraisch abgeleitet werden kann): 
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162 ^' Schering, arithmetisch-geomelrisches Mittel aus der Elernienten. 



'■/"w-P'^+^^i' "/'vir—^/ 



** da? 



worin die 6^ den Werth + 1 haben. 

Die Integrale von er, bis «,, von «3 bis a„, von « = —00 bis ä = 0, 
sind rein imaginär, unter der Voraussetzung, dass a,, a,, a,, eto positiv reelle 
Werthe haben; denn man erhält mit Hülfe der Substitution: 



X 



khy ' 

wenn : 

kk+k'k = 1, 

die Gleichung: 



und analog: 



p^ dx ^ J_ /•+• dy ^ Kf-L\ 



f^^ dx _ J_ /• + » dy — ^ / fA^ 

i i 

wenn wir -rp* resp. -«-, wie oben A resp. /, als Argumente von K resp. L 
auffassen. Fenier ergiebt die Substitution: 



die Gleichung: 






Die Integrale t^(-jr) und ^(-ir) ^i^^d reell, denn da: 



1 1 



und (t;, a^ der Voraussetzung nach positiv reell sind, so haben n, m negative 
reelle Werthe, also werden nach den Gleichungen (s. pag. 157): 



(l-rn)(l + m) ' (i + «)(l + «) 

kk und // negativ reell, also k'k' und Tf positiv und grösser als Eina. 
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Die Summe sämmtlicher Integrale muss, wenn sie stetig erstreckt 
sind, d. i. so, dass kein Windungspunkt umschlossen wird. Null sein; 
daraus folgt: 

'-2K+2L+(,AL+e,{2K+2L) = 0, 

-|i/r(J)+^U(l)+..(-^:KQ+|U(}))+...iiir(4) = o, 

also wird: 

«3 = +l, £, = —1 und «2=1—1, «4=4-1. 

Es entspricht daher unter der Voraussetzung reeller positiver Werthe 
der tti , «2 , «3 , a„, der einen Halbebene der Variablen ä, in der Ebene des 
Integral werthes : 

U = P/ —7 

das Innere ehier sechsseitigen geschlossenen Figur, deren Seiten, unter 
rechtem Winkel sich schneidend, der reellen oder imaginären Axe parallel 
sind, und dargestellt werden durch: 

-2(f+21,- -|-K(1)+|.1(1); -4t; 

Das zweite immer endlich bleibende hyperelliptische Integral: 

unterscheidet sich von dem ersten nur durch das Vorzeichen des vom 
Modul / abhängigen elliptischen Integrals. Die sechsseitige Figur in der 
Ebene e, welche der Halbebene in z entspricht, ist also an Inhalt der Figur 
in der Ebene u gleich gross, und man erhält sie aus dieser durch Drehung 
um 180" um die reelle Axe. 

In Folge der Bestimmung von «^ = — 1 ergiebt sich als Werth des 
von a = bis z = a^ stetig erstreckten Integrals : 

und es verwandelt sich demnach die Gleichung (s. p. 160): 

a J J a/Rl 



i^ Vr (,) Vr («') 

21» 
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in die folgende: 

-8.(r.li(l)+8.1(f(l)4L(l)j, 



oder : 

n' 8 



|t.'ff(J.)+*r.li(l)j. 



!7 /^O 

Die Grössen k' und T sind als Functionen der Elemente, b, c, e des 
Mittels zu berechnen: Mit Hülfe der Gleichungen (pag. 161): 

1 acb' i c&e^ 



""- mnt-^ J ' ""'" t - 


J ' 


i ace' 1 


c6'c' 


erhält man: 




» — m — , • 
a ' o' 




Die Relationen: 






(8. pag. 157), 


ergeben dann, wenn wir setzen: 




pp^ pp^ 

und die Gleichungen: 





» = /? + ?' + «, b' = ß+r-h c'=l3-y + e, e=ß-y-e, (s. pag. 160) 
benutzen : 



Andererseits ist: 

n i n i n 1 

«('. • ) 

l^_« 1 n 1 « 1 



^ - 2 ■ MO,/-) 2 'V-/; , N - 2 "P' M(p,a) ' 
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1 






„(.Y,_^) " mo./.-^) 



_ ^ _ 1 

~ 2 '^' }i(u,Vuu-pp) ' 



T \T) ~~2' P 7 7^"^^ ^ » /~ / nn \ 



n 1 



= -5-p- 



2 '^ M(»,/m-pp) ' 

worin M, wie oben, ein arithmetisch-geometrisches Mittel bedeutet 



n' 



Darnach erhält die obige Gleichung für — die Gestalt: 

«• 8 pp , t 1 1.1 1 



g PQ 4 i M(p,«) M(t<,uO ' M(p,u) M(«,5')'' 

wenn : 

ti'ti' = litt —pp, s's' = ss—pp. 

Die Grössen P, ^ waren durch die Gleichungen bestimmt: 
P = 2 — :!: ^— , e = 2 .. — ^— ^7^ (pag. 154). 



Mit Hülfe von: 



& e cee i 



« = , iii = — 



erhält man nach möglichster Redaction: 

PQ"~^' c ' (0-0(6'-«') ~** 2y ~ 4p * 

Damach wird also: 

i P t i 1.1 1 » 



-:j^ + 



-■ —■ • — 



g 2 I M(p, M(«, u') ^ M(p, u) M (5, O ' 

Durch die obigen Gleichungen für p, s, u, aus denen sich mit Hülfe 
der Identitäten: 

die folgenden ergeben: 

ist die Abhängigkeit der Elemente der (faustischen Mittel von denen des 
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Mittels aus vier Elementen bestimmt. Diese Gleichungen sind umgekehrt 
nach by c, e aufzulösen: 

88+uu = 4t{ß' + f^e'), m = 4:l3y = 4tß'~l-, 
also wird: 

' 2p' ' 2 ' * 2p ' 

aus denen in Folge von: 





^ bc be 
'^ 2e ' ^ 2c ' 


ce 
' 2b 


sich ergiebt: 








, /— \^su /«'m' 
b \8U. c — , 


e = }^s'u'. 



p 

Man erhält daher den Satz: 

Wenn zwischen den Elementen a^ 6, c, e des Borchardtschen Mittels 
die Gleichung besieht: 



und die Ungleichheilen: 



rt bc , be , ce 

2«= V + V + T' 



bc , 

e < j-,- <c<.b 
o -\-c 



gellen, so lässt sich das Mittel g aus mer Elementen auf Mittel aus zwei, 
ebenfalls reellen Elementen zurückführen, und zwar ist: 

i _ PI i . . 1 I 

g ~ 2' I M(p, «) M («,«')''' MCP, tt) MC»,»») <' 



tportn : 



u'u' = uu — pp, s's' = ss—pp. 



Die gegenseitige Abhängigkeit zwischen p, s, u, und b, c, e wird durch die 
Gleichu$tgen bestimmt: 

bc p = ^y^ 



b = 1'«», ß = -jj^ 
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Wie schon die Form der Bedinguiigögleichung zwischen a, b, c, e 
zeigt, besteht dieselbe nicht flir die Elemente der folgenden Stufen des 
Algorithmus, da sich a demselben Grenzwerthe nähern muss wie 6, c, e. 

Es möge erlaubt sein, ein zu den obigen Gleichungen vollständig 

berechnetes Beispiel, in seinen Resultaten mitzutheilen. 

Gegeben : 

6 = 4 c = 2 e=l. 
Daraus erhält man: 

a = 5,250 p = 2,0 u = 2,004181... s = 7,983312... 

u = 0,129390... s' = 7,728727,.. 

M(p, 8) = 4,479887... M(fi, u') = 0,762323... 

M (p, fi) = 2,002089 ... M (*, s') = 7,855490 . . . 

Wi — Aü — TT = 0,292817. . . ^- -^^7— n- = 0,063583 . . . 

"2 ("MCP, 5)M(ti, iÖ" +"M(^iÖMör, 7r! " 0,356400... 
Die directe Berechnung von g nach dem Algorithmus des Mittels aus vier 
Elementen ergab den angenäherten Werth: 

- =0,356401... 
9 ' 

— Eine nähere Betrachtung des Ausdrucks in der eben abgeleiteten Formel 
für — zeigt, dass dieser, als Function der drei Argumente p, «, u ange- 
sehen, ebenfalls demselben Grenzwerthe sich nähert, wenn in den Mitteln 
M die Argumente nicht nach dem Gausshchtn Algorithmus geändert werden, 
sondern den oben (pag. 117) angegebenen befolgen. Für welche Aus- 
drücke überhaupt beide Algorithmen denselben Werth liefern, ergeben die im 
Folgenden abgeleiteten Relationen, welche zwischen den n^^^ Gliedern der- 
selben bestehen. Mit Beibehaltung der oben (pag. 123) angewandten Be- 
zeichnung ist: 

und wenn die grossen Buchstaben F^ (</?), *, die Glieder des aus den Grössen 
^0 = A *i) = <p abgeleiteten Gaussi^chen Algorithmus bezeichnen : 

so wird also: 
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Seien alli^emein ViL» zu d«rii «—1 'ßlirörn. dir Olri*: 

\r.-.=P.- 'f ]' h *' ¥^=*_.l i?* 

(iii den I'roduct^n i^iud für r == di*- Klememe v. / ?« 

Kh h^iU daii lier^tfrheij die*^r ( i\^u:hniii^u für die »'*** GL»i»tr »it?* 
AlgoritlimuH gezeigt werden: e» i^t der iJefinirion luu^h 

A = Wf ..,.!/'. ,. 7^. = ^ 2 I A- " ^. = ^^^ 2 ITTT' 

also iftt iiacli der VorauiMetzung 1. : 

» /> 
Die erste der Gleieliuii^en fl.j könncii wir in die Form :«etzen: 

^ - I' A . I .^, A»' 

da für alle Quadratwurzeln liier immer der positive Werth zu nehmen isi- 
Die Multiplication der beiden letzten Gleieliungen ergiebt: 

Unmittelbar folgt: 
HO daBB: 






wird. Analog würde sich ergeben, w^enn: 



und: 

F.(v/) = ^'^7A v: = .'^-+''-, :^. = -^, 



(6 
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allgemein : 

ist, dass' die Gleichungeu bestehen : 

(4.) A = /^.(V').l/'/7"'-^, V,= ^«./^J^''^' <^. = ^«Vfl''-7^, 
woraus sich ergiebt: 

SO dass also in Folge von (3.) und (5.) die Gleichungen (2.) und (4.) auch 
in folgender Form geschrieben werden können: 

wenn: 

ist Die beiden Darstellungen für /; ergeben: 

F,(v;) r /J, F,(v;) Fn(<)p) 7 ,i{ F,(y) ' 

also einen Ausdruck, der von dem zweiten Elemente des Mittels, nämlich 
q>y resp. rp ganz unabhängig ist. Setzen wir (p = f^ m erhält die 

rechte Seite der Gleichung den Werth: y, und es entsteht unmittelbar die 

bekannte Formel: 

Führen wir dieses, resp. das analoge des F^{(p) in die Gleichungen (6.) ein, 
so erhalten diese die schliesslichen Formen: 

. _ n(y).y>W ,^ _ tf>,.F,(v;) _ ^,.F,(y) 



? 



_ f,.F.(v>) _ £n.F,(<p) 

Hieraus folgt unmittelbar: 

M(f.(<ip),0,) M(f„y,) M(F,(»), »P.) _ M(f., yr.) 

M(«»«, />.) M(9)., p.) ' M(«P., 2',) - MCv»., a.) ' 

und da bekanntlich: 

M(«ip,e) = M(*.,P.).2", 
ist, so wird: 

M(f,y) , M(/;v;) _ < { My.,y.) M(/-.,v>.) > 
M(.)P, e) "^ M(v», <;) 2» l M(7)., e.) "^ M(v., a.) »" 
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Oben (pag. 128) war abgeleitet: 

m>V)m,n>) M(f.,y.)M(f.,v>.) 

Die Division dieser beiden Gleichungen ergiebt: 

r\ ^ \ * ] - A I < , < } 

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber, wenn wir 

V = ^ ^ = *', 

setzen, abgesehen vom Factor |, genau gleich dem in der obigen Formel 
(pag. 166) vorkommenden Ausdrucke, und es ist also hierdurch, auch mit 
Httlfe der Theorie des Mittels aus zwei Elementen, gezeigt, dass jener Aus- 
druck bei der Aenderung der Argumente nach einem dreigliedrigen Algorith- 
mus seinen Werth nicht ändert 

Anmerkung. Analog, wie sich nach dem froher Abgeleiteten aus 
einem Producte zweier (faustischen Mittel eine Function dreier Argumente 
bilden lässt, deren Werth ungeändert bleibt, w.enn die Argumente nach 
einem bestimmten Algorithmus sich ändern, so kann man durch das Pro- 
duct von A. G. Mitteln eine Function von mehr als drei Argumenten dar- 
stellen, die ebenfalls jene Eigenschaft besitzt. 

Göttingen, im October 1877. 
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üeber Minimalflächeii. 

Zw.eite Abhandlung^). 
(Von Herrn L. Kiqiert in Darrastaidt) 



Jcis sollen die Formeln der Abhandlung I (dieses Journal Bd. 81 
S. 337 — 348) zunächst benutzt werden flir die Untersuchung zweier specieller 
Schaaren von Minimalflächen, die Herr Schwarz in seiner Abhandlung „Fort- 
gesetzte Untersuchungen über Minimalflächen^^ (Monatsberichte der Berliner 
Akademie 1872 S. 25 und 26) die ^^Eniicpersche Flächenschaar" und die 
^^ScAer&sche Flächenschaar^^ nennt Diese Flächen erscheinen besonders 
dadurch interessant, dass sie in mehrfacher Beziehung zu den elliptischen 
Functionen stehen. Es lassen sich die Coordinaten eines Flächenpunktes 
ziemlich einfach durch elliptische Functionen zweier Veränderlichen f und i? 
darstellen, so dass man fllr constante Werthe von | oder von i? die 
KrUmmungslinien auf der Eraneperschen Flächenschaar und die Asymptoten- 
linien auf der ScÄer&schen Flächenschaar erhält. 

Ebenso liefern constante Werthe von f-|-^ oder von f — 17 die 
Asymptotenlinien auf der Enncperschen Flächenschaar und die KrUmmungs- 
linien auf der iScAer&schen Flächenschaar. Durch passende Anwendung 
des Additionstheorems können dann die Projectionen dieser Curven auf die 
Coordinatenebenen analytisch dargestellt werden. 

Ferner enthalten diese Flächen vier Curvenschaaren, bei denen der 
Bogen ein elliptisches Integral erster Gattung ist, dessen obere Grenze 
eine einfache geometrische Bedeutung hat Bei der Eniieperschen Flächen- 
schaar sind zwei dieser Curvenschaaren eben, und die Amplitude des ellip- 
tischen Integrals ist die «-Coordinate von dem Endpunkt des Curvenbogens. 
Die beiden anderen Curvenschaaren sind mit den KrUmmungslinien identisch. 
Entsprechendes gilt von der ScÄer&schen Flächenschaar. 

*) Einer Mittheilung von befreundeter Seite verdanke ich die Bemerkung, dass 
die in §. 8 meiner ersten Abhandlung ttb^r Minimalflächen (dieses Journal Bd. 81 S. 344) 
unter einer gewissen Voraussetzung ausgeftthrte Integration der Differentialgleichung 
f&r die kürzesten Linien nicht einen so allgemeinen Fall umfasst, wie ich früher ge- 

Slaubt habe. Der an jener Stelle behandelte Fall bezieht sich nur auf diejenigen 
[inimalflächen, die stetie in sich selbst verbiegbar sind. Vergl. „ Miscellen aus dem 
Gebiete der Minimalfiäcben^ von H. A. 8chu>ar% (dieses Journal Bd. 80 S. 296). 

Auf Seite 344 der erwähnten Abhandlung Zeile 2 ist das Wort „symmetrische^ 
zu streichen. 

22* 
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Auch der Zusammenhang der Flächen mit ihren Krtimmungsmittel- 
punktsflächen ist merkwürdig, denn jeder ebenen Curve auf der Enneper- 
sehen Flächenschaar, deren Ebene einer Coordinatenebene parallel ist, ent- 
sprechen auf der zugehörigen Exttmmungsmittelpunktsfläche zwei Curven 
in parallelen Ebenen. 



§•1. 



Es sei 



(»•' V'-^' '''=^^' ^=^' ''■=-3r^ 

WO 

{JuY = 1— Ä'sin^ti = cos^ M + ft'^ sin' 11 = A'^+Ür^cos^ti 
und 

k'+k'' = 1 
ist Dies giebt 

(2.) /2d, = -i(P'-P!)<(.-((r-F?)-fo = -nfi^ + 7ZTO?, 



oder 



2dz = 2iUU,du-2iVV,df>= ,^'ir'!\ + /y'', ; 

^ * 1— Ä'sm'ti 1— Ä'gm'i? ' 

., ./ 1 — Äsinu \ , ,/ i — Äsin© \ 

(3.) / 4&'y = f( co8«-<y8iu« N ( co8. + y°«> ) 

Mit Benutzung der hyperbolischen Functionen *) wird daher 



*) Die hyperbolischen Functionen werden bekanntlich definirt durch die Gleichungen 

Chu=:— ^— , Sh = — ^— , lh = -^. 

Daraas folgen die Formeln: 

Ch'w-Sh'ti = l, 
(Chti + Shtt)"« = Ch(mtt) + Sh(mtt), (Chfi — Sh«)" = Ch(m«) — Sh(mM), 

dCh« „. rfSh« _. 

— 3 = Sau, — z — = Ch«, 

du du 

Sh(M+i>) = ShttChe + Ch«Shc, 

Ch(M + o) = ChttCht) + ShMSht», 
Sh(2u) = 2ShuGht(, 

Ch(2ti) = Ch*«+ Sh'u = l + 2Sh*u = 2Ch'«-l, 
2Sh«« = Ch(2M)-l, 2Ch*« = Ch(2u) +1. 
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IJuJf>Ch(2kx) = 1 +Ä^ sinn sin I?, 
JuJf>Ch{2k'y) = cos w cos u 4-ä'' sinn sin i?, 
Ju Jv co^ {2k k' z) = Ä'^—Ä'cosiicosi?; 

also 

(5.) rCh(2&jr)-Ä'Ch(2&'y)-cos(2&&'») = 0. 

Dies ist die Gleichung der Enneper^chen Flächenschaar (Vergl. Nachrichten 
der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 1867 S. 297). Schon 
aus der Gleichung folgt, dass die Flächen sich periodisch wiederholen, 
wenn s um -^ wächst Auch in Bezug auf x und y giebt es Perioden 

-^, resp. -^, diese sind aber imaginär. 

§.2. 
Die Ossian-BotmeticheB Biegungsflächen erhalten wir, indem wir setzen 

8in(-^) co8(-?-) •'«»C^) "•"(4-) 

also 

^ ^ ^^ ^ ^ 1 — « sin M 1 — Ä sm t? ' 

nj n-wTWT j o-i/f/^ tsiniidii —isinvdf) 

2dz = 2% UUidu — 2t Wide = -, — rr-^-i h-i — n-— i — ; 



folglich ist 



N cos II + 1^*810 II '^ N coso+tÄ'sino /' 



/rrv ) vif •?/ i+*sinw\ , ../ i—ksinv \ 

Dies giebt 
(JHf(Jeyco%{2k'x±2ky) = (costicosc — Ä''8infi8ini?)(l— Ä^sintisinu) 

+ 1**' sin (u + fj) (sin« — sine), 

also 

1+ 008(2^0: — 2ky) __ fc" + Ä'co8iico8fJ — tAfÄf'(co8ti — coso) _ 4^^., 
i + co8(2fc'x + 2Äy) ~ Ä" + Ä' cos 11 cos u + 1 W (cos 11 — cos i?) "~ * 
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oder 

^^•^ C08(fc'a?+fcy) "" ^ • 

Dies ist aber die Gleichung der jSicAerArschen Flächenschaar*). Sie 
lässt sich noch auf eine einfachere Form bringen, wenn wir in der ary-Ebene 
die beiden Geraden zu Coordinatenaxen wählen, die mit der y-Axe den 
Winkel a bilden, wo sina = Ä und cosa = Ä' ist, dann wird 

k'x+ ky = 2&&V', k'x- ky = 2kk'x\ a = »', 
oder wenn wir 

X statt 2kk'x', y statt ^kk'y', « statt 2ArAr'£' 

setzen, wodurch die Verhältnisse der Coordinaten zu einander nicht geändert 
werden, so ist die Gleichung der Flächenschaar 

(8^) cosrc = e'cosy. 

Man kann sich von dem Aussehen dieser Flächenschaar leicht eine 
Vorstellung machen, denn es ist 

z = /(coso:) — /(cosy), 

und daraus folgt, dass alle Schnitte parallel zur xs*£bene und parallel zur 
ya-Ebene einander congruente Curven sind. Schneidet man diese Curven 
aus Cartonpapier aus und fügt sie passend in einander, so erhält man ein 
Modell der ScÄerÄschen Flächemchctar^ und zwar für cMe Flächen der Schaar, 
weil man noch den Winkel 2a, den die Ebenen der ausgeschnittenen Curven 
mit einander bilden, ganz beliebig wählen kann ; man muss nur das Modell 
so stellen, dass die Neigung der Schnittebenen 2a ist**). 

Die Flächen sind zweifach periodisch, denn man kann die Coordi- 
naten X und y eines Flächenpunktes um beliebige Vielfache von 2n ver- 
mehren und erhält wieder einen Flächenpunkt. Für ä = wird 

cos X = cosy, also ±x + 2m7i = ± y -h 2nn. 



^) Vergl. die Preisschrift von Herrn Scherk: De proprietate saperficiei, qaae 
continetur aequatione (i -h9*)^~-^P9' + 0+P*)^ = 0, Acta Societatis Jablouovianae 
1832, vol. IV, fasc. 11., pag. 205—280, und dieses Journal, Bd. 13, S. 185—208. 

Ausserdem ist zu vergleichen Plateau, Stati(]^ue exp^rimentale et thöorique des 
liquides soumis aux seules forces mol^culaires. Pans, London, Gent und Leipzig 1873. 
Bd. 1, S. 221—237. 

**) Dieses Modell liefert die GosohorskyBohe Hofbuchhandluag in Breslau unter 
dem Titel: „Modell der Scherk&ohen Minimalfläehraschaar.^ 
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Es liegt daher in der xy-Ebene ein ganzes Netz von geraden Linien, die 
den ursprünglichen Coordinaten parallel sind. 

Für cosjr = 0, co8y = 0, also für fic = ±-2-4-2i»i7i, sf = ±-2" + 2«^ 

wird z ganz beliebig, es giebt also auch zweifach unendlich viele Gerade 
auf der Fläche, die auf der jry-Ebene senkrecht stehen. 

§.3. 

Ebenso wollen wir auch die Gleichung der Enneperschen Flächen-- 
schaar transformiren , indem wir in der a;y- Ebene die beiden Geraden zu 
Axen wählen, die mit der a?-Axe den Winkel a bilden, und dann bei den 
neuen Coordinaten den Factor 2kk' fortlassen. Dies erreichen wir, indem 
wir y — x statt 2k x^ y+^ statt 2k' y und z statt 2kk'z in die Gleichung (5.) 
substituiren, und erhalten dann 

(5".) cos2aCha:Chy — SharShy — COSÄ = 0. 

Geben wir jetzt y einen constanten Werth c, so erhalten wir einen Schnitt 
parallel zur jtä- Ebene. Die Gleichung dieser Schnittcurve wird dann in 
rechtwinkligen Coordinaten 

(9.) cos2aChx- i'Shx — Acos» = 0, 
wenn 



ist. Dies giebt 



Chc = -^, Shc=-^, also ;l' + ä'^ = 1 



(10.) rfx'+rf»' = f 



^-liPF-^'"*^ 



Der Bogen dieser Schnittcurven ist also ein elliptisches Integral 

erster Gattung, dessen Amplitude gleich a, und dessen Modul gleich -^j-jj 

ist. Dasselbe gilt von den Schnittcurven parallel zur y»-Ebene. 

Es giebt also auf den Enneperschen Minimalflächen zwei Schaaren 
von ebenen Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral erster Gattung ist, 
wobei die obere Grenze eine sehr einfache geometrische Bedeutung hat. 

Auch diese Minimalflächen kann man leicht modelliren, indem man 
die soeben besprochenen Curven in Cartonpapier ausschneidet und passend 
in einander fügt. Hier stellt aber jedes Modell nur eine einzige MinimäT- 
fläche dar, je nachdem der Werth von a gewählt ist. Der einfachste Fall 
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ist a = 45", dann erhalten wir die Minimalfläche 

(11.) ShxShy+cos» = 0, 

welche Herr Schwarz die Scher k~ Van der Mensbrugghe^che Fläche genannt 
hat, und deren Modell gleichfalls vom Verfasser angefertigt wurde.*) 

Die durch Gleichung (9.) dargestellten Schnittcurven haben noch 
die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass ihre Krümmungen für alle Punkte, 

die zu demselben Werthe von z gehören, dem Modul -^rn- des durch Glei- 
chung (10.) bestimmten elliptischen Integrals proportional sind, denn es ist 

Da bei der Biegung der Flächen die Bogenlänge nicht geändert wird, so 
versteht es sich von selbst, dass diesen Curven auch auf den Scherk^ohen 
Minimalflächen Curven entsprechen, deren Bogen ein elliptisches Integral 
erster Gattung ist, wobei dann wieder die obere Grenze eine einfache Function 
der Coordinaten von dem Endpunkte des Bogens ist 

§.4. 

Die Differentialgleichung der ExUmmungslinien ist nach Abhandlung I. 
Gleichung (18.) 

Kdu' = Ldf>\ 
Bei den Enneperschen Minimalflächen ist aber 

* ^ 2(i—k Bin u) ' * * 2(1 — fc'sm'f?) ' 

also haben wir hier für die Krttmmungslinien 

du dv 



yi — k* sin* u ^i — k* sin' o 

Wenn wir daher das elliptische Integral erster Gattung 

oder 

(13.) fi = am(Hti?) 

setzen, so haben die beiden Schaaren der Krflmmungslinien bezttglich die 
Gleichungen 

(14.) 1? = c, ^ = Ci. 



*) Dieses Modell liefert die GosohorskyBche Hofbuchhandlung in Breslau anter 
dem Titel: „Modell der Scherk^Yan der MentbrugghesüheJi Minimalllohe.^ 
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Wir führen deshalb die Grössen f und ri als unabhängige Veränderliche 
ein, indem wir in den Gleichungen (3.) 

« = am (I + •!/), r = am (^— ti/) 

setzen, dann erhalten wir durch passende Anwendung des Additionstheorems 
der elliptischen Functionen 

2;tj. __ Jsim ifj — ftsinamlcosamif? 



^amti^-f-ftsinamlcosamti? ' 



fH^K I 7k'y _ ^am|co8amtJ7— -ifc'sinamti? 

^ '^ ^ "~ ^ am ^ cos am t^ 4-^ sin am 117 ^ 

/ckitf \ Ä'*— Ä'cos'amicos'amiw 

cos(2AÄa) =• -urm — t — i — > ^• 

^ ^ Ä"+Ä cos am§co8 amti? 

Die Uebereinstimmung dieser Formeln mit den von Herrn Enneper 

(a. a. 0.) gegebenen findet man, wenn man ^ um Ä' und rj um IC vermehrt. 

Noch einfacher aber werden die Formeln, wenn man beachtet, dass 

ist, dann wird, wenn wir der Kürze wegen 

am (I, k) = a, am (rj, k') = 6 
setzen, 

^ - J6 + Ä8ina' ^ ~ ^fl-Ä'8in6 ' ^^»^^^^«;- Ä'-cos'fc + A'cos'a ' 

IT Ch {kx) = ^i am (?/, K\ w Sh (&a?) = — & sin am (|, &), 

IT Ch (& y) = ^ am (I, &), tr Sh (&'y ) = &' sin am {tj, &'), 

^ ' ^ ) IT cos (ää'ä) = &' cos am {rj, k^\ w sin (ÄA'a) = & cos am (?, *), 

w^ = 1— Ä^sin^am(^, A) — Ä'^8in'am(iy, &'). 

Daraus folgt 

z/am(g,^) _ Ch(yy) .^^-^.. .^ ^K^-r) -^am(|, A) _ Ch(/^^y) 

*C08am(|,Ä) ■" sm(kk!z) ' «'0»*"^»^'^^ 8in(AÄ'a) ' Ä8inam(|,/f) "" Sh(Äa:)' 

It .rx_ Sh(yy) /7am(iy,y) ^ Ch(&a;) ^^amfay) _ Chjkx) 

tgam(i7,Äj- co8(fcÄ'Ä) ' Ä'co8am(i7,Ä0 C08(ää'j5) ' Ä'8inam(i7.Ä') "" Sh(ifc'y) 

Für constante Werthe von | resp. ij geben diese Gleichungen un- 
mittelbar die Projectionen der beiden Schaaren von Krümmungslinien auf 
die drei Coordinatenebenen. 
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Bei den ScAerfechen Minimalflächen haben wir 

u = am(|+ii;), V = am(|— fij) 

in die Gleichungen (7.) einzusetzen und erhalten mit Benutzung des Ad- 
ditionstheorems 

!ircos(&'a?) =cosam(f,*)^am(i7,&'), irsin(&'x) = &'sinam(f,&)cosam(j7,&'\ 
ircos {ky)^J am (S, A) cos am (17, *'}, w 8in(Äy ) = — Acos am (f, *)8in am (17, *'}, 
irCh(&ft ä) = ^am (|, &)z/am(i7, &'}i trSh(**'») = -Ar&'sin am(|, *) sin am (17, &'\ 

Aus diesen Gleichungen kann man leichter als aus den Gleichungen (7.) die 
Gleichung der Flächen herleiten, denn es wird 

w^coB{k'x±ky) = cos a cos 6 [^a -^6 + **' sin a sin 6] = cosacosft.ir.e^**'*, 

also 

cos{Vx + ky) " e-**'* ' 

ein Resultat, das mit Gleichung (8.) übereinstimmt 

Den Ejümmungslinien auf den Etmeperschen Minimalflächen ent- 
sprechen die ' Asymptotenlinien auf den ScAer&schen Minimalflächen ; wir 
erhalten daher die Projectionen dieser Linien auf die drei Coordinatenebenen 
aus den Gleichungen (18.) folgendermaassen dargestellt: 

f^ JL\ _ Sh(Äcyg) cos am (I, Ar) _ C08(Ä'a;) binam(|,fc) _ s\n{k'x) 
tgam(§, Äj- ^gi^^^y) 7 Jamilk) ~ Ch(ÄÄ'i5) ' ~42Lm{ik) "" iecos{ky) ' 

^ ^ C08 am (iy, V) _ cos (ky) . ,, __ Sh^kk'z) 8iDam(iy,y) _ -8in(%) 

^am(i7,Ä') "" Chikk'z) ' tgam(i/, ä ) - -^.^^^,^j , z/am(i7,Ä') ~Äco8(Ä':^' 

und zwar ist für die Curven der einen Schaar | constant und för. die der 
andern Schaar ist rj constant. 

§•6. 
Den Asymptotenlinien auf den £iii}6)9^schen Minimalflächen und des- 
halb auch den Krümmungslinien auf den ScAer Aschen Minimalflächen ent- 
sprechen in der I^j-Ebene die Geraden 

§^TI = c und^+i? = Ci. 

Diese Curven wollen wir für den Fall bestimmen, dass a = 45", also 
k =^ k' = j/^ ist, weil dann die complexe Multiplication der elliptischen 
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Functionen für die Bildung von 

8inam(^ + i7), cosam(f + i7), ^am(| + ij) 
anwendbar ist. 

Aus der Enneper^chen Flächenschaar erhalten wir dann die Scherk- 
Van der Mensbrugghe^che Fläche 

Gh{x}%-Ch{y]f2) = 2co8a, 
oder nach Transformation der Coordinaten 

ShjrShy + cosÄ = 0, 
und aus der ScÄerAschen Flächenschaar die Fläche 

• ^^<^) 
j = c* oder cos x = e' cos y, 

die Herr Schwarz (a. o. 0.) die Scherk-Plateau&che Fläche nennt. 

Aus den Gleichungen (16.) folgt zunächst für die Scher k -Van der 
Mensbrügghesche Fläche, wenn wir sogleich die transformirten Coordinaten 
benutzen, 

sinamf = - fr|''2 Sh (^^) , sin am;? = w ]^Sh(^^), 

Icos am I = tr l'^sin (^) , cos am ?/ = tr V2 cos (-|-) , 

JamS = frCh(^?^), ^amiy = irCh(^^), 

ir' = 1— isin'ami — isin^ami?, 

V = i[Gh{y-x)+Ch{y+x)] = ChxChy. 



oder 



tr 
Nun ist aber bekanntlich 

,t. . V C08am£c08an]i74l8iiiain£8inami7^ani£^ami7 

cos am (^±1?) = ^^ . . . » — ^-T-i — ~ ^^ -. 

^ " 1 — Asm anifsm am« ' 

(21.) ( _ 

^ ^ /}. . X ^iam £ ^ am 97 + 4 sin am £ sin am 17 cos am { cos am 17 

z/am(^ + i7) = ^^ 4 , ' « ^ ir » -^ ^ -1 

^ — '^ 1— ^sm'amlsm amiy ' 

oder wenn wir die Gleichungen (20.) beachten, 

C08am(,5±j?) - chVCh'y-i(Chy-Chx)' ' 

^ '^ ' . /tj^ N iChajChu(Cha!+Chü)±48ina(Ch«-Chx) 
J&m{§±V) = CPiCh»j,-i(Chy-Cha:)' 

23« 
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Diese beiden Gleichungen geben schon für constante Werthe von 1 + 17 die 
beiden Schaaren von Asymptotenlinien. Ihre Projectionen auf die drei 
Coordinatenebenen sind 

rcosam(^ + i7HChy-Cha:)T2^am(|±i7)ChxChy + (Chaj + Chy) = 0, 

(23.) [cosam(|±i7) + l](±Ch'y-sinÄ) + 2^^am(^ + ij)Chy(lqF8in«) = 0, 

( [cosam(^±i7)±l](±Ch'a?+sina)-2^am(|±i?)Cha?(l±sina) = 0. 

Für die Scherk-^Plateamche Fläche erhalten wir aus den Gleichungen (18.), 
wenn wir auch hier sogleich die transformirten Coordinaten benutzen, 

sin am I sin am 17 = — 2irSh(-|-), 

cosam$cosami7 = — ^^ ^, 

(24.) ( "^(r) 

Ja,m§JHmri = irCh(-|-), 

Tragen wir dies in die Gleichungen (21.) ein, so wird 

coso? cos y (cosa? — C08y)+ Sh T-^J (cos'a? — cos'y)«? 
C08am(§ + i7) = — 



2fr Sh (-^^ [i (coB« + coBy)' — C08'a?C08'y ] 
cos'o?— co8'y+2trShr-2-Jco8irco8y(co8aj — cosy) 

^am(|±i7) = '■ 

4«? Sh f— J fi (cos « + cosy)' — cos'ic cos'y] 

Dies giebt för constante Werthe von ^±17 die Projectionen der Krttmmungs- 
linien der Scherk - Plateamchen Fläche auf die drei Coordinatenebenen 
wie folgt: 

/cosam(|+77)(cosjr+co8y) — 2-:/am(|±i7)cosa*co8y + (cosa:~cosy) = 0, 

■ 

(25.) |cosam(^+i7)Ch(-|-)--^am(| + 7?)6' cosy +Sh(-|-) = 0, 

(cos am {§ ± Tj) Ch (-|-) — J&m{§±r])e ' co8x+ Sh (-|-) = 0. 

§.7. 
Es sei dl das Bogenelement, dann ist allgemein 

dl = {UV^ + U,V)fdildi, 
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also für die Ennepenchen und Scherk^chen Minimalflächen 

cos — s — OM»«' /j . I • • \j j 

,^ __ 2 __ (1 -f- cos M cos c + Sinti sin v) an aü 

oder wenn wir wieder setzen 

11 = am(f+ii?), I? = am(|— •??), 

,ofiN ^,,_ cos'ainiiy(dr + rfiy') 3[+j!t 



^'ain|— ft'coB'ain|sin*ainti7 l~/c'sin'anai(|,Ä) — A"sin'am(iy, ä') 

Für die Ejümmnngslinien anf den £nii6/?ersclien Minimalflächen, also auch 
für die Asymptotenlinien anf den ScAer/rschen Minimalflächen, ist entweder 
T} constant oder | ist constant. Im ersten Falle setzen wir 

am (i?, &') = y, ig am (§, *) = ^t^ 
und erhalten 

(27.) dl=-rrj , -, /«^ = — :r-^'- 



Hierbei ist stets 



2 sin'y — *"8inV ^h 
1— A"8m y 



Entsprechend können wir auch den Bogen der andern Curven- 
schaar, für die § constant ist, als elliptisches Integral erster Gattung 
darstellen. 

Der Bogen der Krümmungslinien auf den Enneperschen Minimal- 
flachen ist also einem elliptischen Integral erster Gattung proportional, wobei 
die obere Grenze und der Modul eine ziemlich einfache geometrische Bedeu- 
tung haben. Nennen wir nämlich die Amplitude (p, und den Modul fi, so 
ist für die eine Schaar, wie aus den Gleichungen (17.) folgt, 

(28.) sin</)-±-^^s^-^, a-±— ^^^^, 
und für die andere Schaar 

f28« ) sin«)- + * ^^(*'y) a- + ^' »h(Ärar) 

Ebenso ist der Bogen von den Asymptotenlinien auf den ScÄerArschen 
Minimalflächen einem elliptischen Integral erster Gattung proportional, 
wobei die obere Grenze und der Modul gleichfalls eine einfache geo- 
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metrische Bedeutung haben. Hier folgt aus den Gleichungen (19.) für die 
eine Schaar 



(29.) 8iny = ± ,,,>.' , /^ = ± — 



B\n(ky) 



cos(ky) ' ^ — C0B(k'x) ' 

und für die andere Schaar 

§.8. 

Nach §. 6 Abhandlung I. wird für beide Flächenschaaren 
(30.) , = ^. = ±°°''^ •*' 



2^ KL ~ ^uJv 1— k*8in*am(|,*)— *"8in*ain(j?,ftO ' 

also 

Sind femer a, ß, y die Winkel, welche die Normale in einem Punkte 
Xj y, « der Enneper^chen Flächen mit den drei Coordinatenaxen bildet, so 
wird nach §. 3. Abhandlung I. 

cosa = — sin am (I, Ä)-^ am (17, Ar'), 
cos/9 = sinam(i?, *')^am(|, &), 
cosy = — co8am(§, &)cosam(i7, &'). 

Nun sind aber 

x' = x±QC0Ba, y' = y±pcos/?, »' = »±pcosy 

die Coordinaten der dem Punkte x, y, z entsprechenden Punkte auf der 
Krttmmungsmittelpunktsfläche , also haben wir mit Berücksichtigung der 
Gleichungen (16.) 

i 2kx' = 2ftiP±Sh(2ftjr), 

(31.) 2&V = 2&'y±Sh(2Äy), 

(2*&'a' = 2**'a + sin(2ftÄ'a). 

Diese Gleichungen zeigen, dass x nur von x, y' nur von y, und z' 
nur von z abhängen, d. h. jeder ebenen Curee der Enneperschen Minimal- 
flächen, deren Ebene zu einer der drei Coordinatenebenen parallel ist^ ent- 
sprechen auf der Krümmungsmittelpunktsfläche zwei Curven in parallelen Ebenen. 
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Zum Sehlnss sei noch bemerkt, dass die beiden Minimalflächen, die 

man ans den beiden Flächenschaareu fttr Ar = -r^ erhält , bereits in einem 

Aufsätze des Verfassers : lieber Cureen, deren Bogen ein elliptisches Integral 
erster Gattung ist, (Berichte der naturforschenden Gesellschaft zu Freiburg i. Br. 
Band 7, Heft 1, 1876) behandelt worden sind. 

Darmstadt, October 1877. 
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Preisaufgabe der Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig für das 

Jahr 1881. 



Uer nach Encke benannte und von diesem Ästronomen während des Zeit- 
raumes von 1819 — 1848 sorgfältig untersuchte Gomet I, 1819, hat in seiner Bewegung 
Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erklärung auf die Hypothese eines widerstehenden 
Mittels geführt haben. Da indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur über 
einen beschränkten Theil des Zeitraumes vorliegt, über welchen die Beobachtungen 
(seit 1786) sich erstrecken, und die von AstenBchen Untersuchungen, wenigstens so 
weit dieselben bekannt geworden sind, noch zu keinem definitiven Resultate geführt 
haben ; so ist eine vollständige Neubearbeitung der Bahn des £ncfceschen Goineten 
um so mehr wünschenswerth, als die bisher untersuchten Bewegungen anderer perio- 
dischen Gometen keinen analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Ge- 
sellschaft wünscht eine solche vollständige Neubearbeitung herbeizuführen, und stellt 
desshalb die Aufgabe: 

die Bewegung des Enc^eschen Gometen mit Berücksichtigung 
aller störenden Kräfte, welche von Einfluss sein können, vor- 
läufig wenigstens innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen 
Zeitraums zu untersuchen. 
. Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die Gesellschaft 
vor, eventuell zum Gegenstand einer späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 
700 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften, sind in deutscher, latei- 
nischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und 
paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Gouvert be- 
gleitet sein , das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen 
und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 
30. November 1881 und die Zusendung ist an den Secretär der Gesellschaft zu 
richten. Die Resultate der Prüfung der- eingegangenen Schriften werden durch die 
Leipziger Zeitung im März oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
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Ueber adjungirte lineare Differentialausdrücke. 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 



ilei seinen Untersuchungen über die zweite Variation der einfachen 
Integrale gelangte Jacobi zu einigen Theoremen über lineare Differential- 
ausdrilcke, welche ausser von vielen andeni namentlich von Hesse (dieses 
Journal Bd. 54 S. 227) abgeleitet und weiter ausgeführt worden sind*). Die 
zum Theil umständlichen Rechnungen, welche diese Beweise erfordern, 
lassen sich ganz umgehen, indem man den Differentialausdruck, welchen 
man nach Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 76 S. 183) den adjungirten eines 
andern zu nennen pflegt, nicht durch seine formale Darstellung, sondern 
durch seine charakteristische Eigenschaft definirt, einen gewissen bilinearen 
Differentialausdruck zu einem vollständigen Differential zu machen. Auf 
diesem Wege ergeben sich auch leicht die zuerst Yon Clebsch angegebenen 
Relationen zwischen den in die reducirte Form der zweiten Variation ein- 
gehenden Constanten, Relationen, welche Hesse nur in einer wenig ent- 
wickelten Form aufgestellt hatte. Ich werde zuerst die erwähnten Sätze 
für gewöhnliche Differentialausdrücke ableiten, dann ihre Anwendung auf 
die Umformung der zweiten Variation kurz angeben, endlich einige jener 
Sätze auf partielle Differential ausdrücke ausdehnen. 

§. 1. Ueber die Zusanimeiisetzung linearer DifferentialausdrUckc. 
Sind ^„5 ^M ••• ^H bestimmte (gegebene) Functionen, u aber eine 
unbestimmte Function von x, so nenne ich den Ausdruck 

(1.) A,,u+A,Du+A,D'u + ' +A^D''u 

einen (homogenen) linearen Differentialausdruck und bezeichne ihn mit A{u) 
oder auch kurz mit A. Im letzteren Falle bedeutet also A den Ausdruck 
selbst^ während es im ersteren ein Operationssymbol ist Ersetzt man die 
Function u in dem Ausdruck A (u) durch einen linearen Differentialausdruck 
JS(t<), so erhält man wieder einen linearen Differentialausdruck A{B{u)), 

*) Die ältere Literatur findet man bei Hesse (1. c), die neuere bei Herrn Mayer, 
dieses Journal Bd. 69, S. 238. Vergl. ferner Homer, Quarterly Journal No. 55, (187G, 
Oet.) S. 218. 

Journal für Mmthemstik Bd. LXXXV. Heft 3. 24 
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welchen ich aus A nnd B (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzt nenne 
und mit AB{u) oder auch kurz mit AB bezeichne (Vgl. dieses Journal, 
Bd. 80, S. 321). Seine Ordnung ist die Summe der Ordnungen von A und B. 

I. Der Coefßcient der höchsten Ableitung eines zusammengesetzten 
Differentiaiausdruchs ist das Product aus den Coefßcienten der höchsten Ah- 
Leitungen seiner Theile. 

Aus dieser einfachen Bemerkung ergeben sich eine Reihe von Folge- 
rungen. Ein Differentialausdruck heisst (identisch) Null, wenn alle seine 
Coefficienten Null sind. Setzt man mehrere Differentialausdrtlcke zusammen, 
deren keiner Null ist, so erhält man wieder einen Differentialausdruck, der 
nicht verschwindet. Denn nach dem obigen Satze ist der Coefßcient der 
höchsten Ableitung von Null verschieden. Wenn daher ein zusammen- 
gesetzter Differentialausdruck verschwindet, so muss einer seiner Theile 
Null sein. Ist AB = und A nicht Null, so ist ß = 0. Ist ABC = 0, und 
sind A und C nicht Null, so ist fi = 0. Ist AC = BC (oder CA = CB) und 
ist C nicht Null, so ist A = B. Ist z. B. DA — DB (wo D das Ableitungs- 
zeichen ist) , so ist A = B, 

Ein linearer Differentialausdruck der unbestimmten Function w, dessen 
Coefficienten lineare Differentialausdrucke einer andern unbestimmten Function 
t? sind , heisst ein bilinearer Differentialausdruck und wird mit A (ti, <?) be- 
zeichnet. Er heisst symmetrisch, wenn A {u, v) = A (t?, u) , altemirend, wenn 
A(u, f>) = —A{v,u) ist. Die Summe der Ordnungen der Ableitungen von 
u und V , die in einem bestimmten Gliede von A {u, e) mit einander multi- 
plicirt sind, wird die Dimension dieses Gliedes genannt. 

§.2. Detioition adjungirter linearer Differentialausdrücke. 
Bezeichnet A{u) den Differentialausdruck (1.), so heisst 

(2.) (^A,u)-D{A,u)^-D\A,u)^-'^-(^'-irD\A,u) 

• 

der adjungirte Differentialausdruck von A und wird im Folgenden stets mit 
A\u) oder A' bezeichnet werden. Wir werden indessen von dieser Defi- 
nition wenig Gebrauch machen, sondern den adjungirten Differentialausdruck 
durch eine charakteristische Eigenschaft desselben definiren, die wir, da sie 
die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet, kurz ableiten wollen. 
Zum Ausgangspunkte nehmen wir die bekannte leicht zu verificirende 
Formel : 
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auf welcher die Methode der partiellen Integration beruht. Der Diflfe- 
rentialausdruek rD^i-iiC— 1)*Z)*'€ ist also das vollständige DiflFerential 
eines bilinearen Differentialausdrucks 

dessen Glieder alle von der (y— 1)^«° Dimension sind und abwechselnd die 
Coefficienten +1 und —1 haben. Ersetzt man t? in (a.) durch das Product 
Ayf>, SO erhält man 

(y.) v{A,D^u)--u{{-'iyD^{A,v)) = DP,{u,A,v). 

Wird der bilineare Differentialausdruck P^ {u^ Ay <?) , der sowohl in Bezug 
auf fi, als auch in Bezug auf v von der {v—iy^^ Ordnung ist, nach den 
Ableitungen von u und v geordnet, so ist die höchste vorkommende Di- 
mension die (y—iy^ und die Glieder dieser Dimension haben abwechselnd 
die Coefficienten +Ay und -A^. 
Der Differentialausdruck 

(3.) 2:iPXfi,Ayf>)=£i2;rr\-iy-'-'D'u.D^^^^^^ 

V r i 1,11 '^ 

soll der den Ausdruck A{u) begleitende bilineare Differentialamdruck genannt*) 
und mit A{u,v) bezeichnet werden. Er ist in Bezug auf u und u von der 
(n— 1)^"^ Ordnung und die höchste vorkommende Dimension ist ebenfalls 
nur die (»~lj^®. Die Glieder der (n—l)^®'» Dimension haben abwechselnd 
die Coefficienten +-/4„ und —A^. Die Coefficienten sowohl von Ä{u) als 
auch von A{u, f>) sind lineare DifferentialausdrUcke der Coefficienten 
von A[u). 



*) Sind die Coefficienten von A in einem gewissen Bereiche eindeutige Functionen 
der complexen Variabein Xy so erfahren n unabhängige Integrale t/,,, n,, ... u„_i der 
Differentialgleichung ^ = 0, wenn x eine innerhalb dieses Bereiches liegende ge- 
schloHsene Curve durchläuft, eine lineare Substitution mit constauten Coefficienten. £s 
lassen sich dann n unabhängige Integrale r^, r,, .. . r„_i der Differentialgleichung A' = 
so bestimmen, dass sie auf diesem Wege die transponitte Substitution erfahren, also 
den Grössen m^, u, , ... ti„-i coutragredient sind (dieses Journal Bd. 76 S. 194 und 
S. 267). Aus diesem Grunde wird A' der zugehörige oder adjungirte Ausdruck von 
A genannt. (Aus dieser Bemerkung ergeben sich z. B. ohne weiteres die Sätze, welche 
Herr Jürgens, dieses Journal Bd. 80, S. 150 über die Fundamentalsysteme adjungirter 
Differentialgleichungen abgeleitet hat.) Der Ausdruck A(Uy r) ist demnach denjenigen 
algebraischen Gebilden zu vergleichen, welche Herr Aronhold Zwischenformen, Herr 
Sylvester Concomitanten genannt hat. Daher nenne ich ihn den begleitenden bilinearen 
Differentialausdruck. 

24* 
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Snmmirt maYi die Gleichung (y.) nach v, so erhält man zwischen 
den Differentialansdrucken (1.), (2.) und (3.) die Relation*) 

(4.) f>A(u)-uÄ{f)) = DA{u,b). 

m 

Wenn umgekehrt A{u) und B{u) zwei solche Differentialausdriicke sind, 
dass eA{u)—uB{f>) die Ableitung eines bilinearen Differentialausdrucks 

C(tt, f?) ist, so ist B{u)^ A'{ü) und C(fi, ©) = ^'(ii, ©). Denn subtrahirt man 
die Gleichung (4.) von der Gleichung 

f>A{u)-uB{e) = DC{u,e), 
so erhält man ' 

{d.) u{A{f>)-B{f>)) = D{C{u,v)-A{u,f>)). 

Denkt man sich fllr f> irgend eine bestimmte Function gesetzt, so ist 
C{Uyf>)—A{u,e) ein homogener linearer Differentialausdruck von u. Wäre 
er nicht identisch Null, sondern wäre die höchste Ableitung von ii, welche 
in ihm wirklich vorkommt, die m*«, so wäre die höchste Ableitung von «, 
welche in seiner Ableitung wirklich vorkommt, die (m+1)*®, also nach 
Gleichung [d.) «1+1 = 0, während doch m nicht negativ sein kann. 

§. 3. Die Reciprocität adjungirter Differentialausdrucke. 

Aus der charakteristischen Eigenschaft (4.), durch welche wir von 
nun an den adjungirten Differentialausdruck definiren können, lassen sich 
alle seine Eigenschaften mit Leichtigkeit ablesen. Unmittelbar folgt aus 
derselben der La^rait^esche Satz, dass der adjnngirte Ausdruck von A' 
gleich A ist. 

Geht femer durch Einführung einer neuen unabhängigen Variabein 
X an Stelle von x der Ausdruck A in (den linearen Differentialausdruck) 
P, Ä in Q und A{UyV) in ß(«, t?) über, so ist 

dR(HyV) dx' 



f)P{u)-uQiv) = 



dx' dx 



oder wenn man mit -j-^ multiplicirt und e durch f>-T- ersetzt: 

rfx'N dx d rkf dx'\ 



.p(.)-.e(.-^)-£- = i«(.. 



dx y dx' dx' "V"^ ^ dxJ 



i»-^)^j, der 
begleitende bilineare Differentialausdruck R\Uy ^-y-j' 



*) Jacobi, dieses Journal Bd. 32, S. 189. 
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Ist B ein linearer Differentialausdruck, B' der adjungirte, fi(w, f>) 
der begleitende bilineare Ausdruck, so ist 

vB[u)-uB'{f)) = DB{u,t). 

Ersetzt man f> durch A'{e)^ so erhält man 

Ä{f>).B{u)-uB'A[f>) = DB{u,Äie)). 

Ersetzt man in der Gleichung (4.) u durch B{u)^ so findet man 

f>AB{u)-B(u).Ä{f>) = DA{B{u\e). 

Durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich 

vAB[u)'-uB'A{v) = D[A{Biu),f>) + B{u,A{v))l 

Daraus folgt: 

I. ht P^AB, 80 ist F = RA und 

P{u,e) = A{B{u\f>) + B{u,A{f>)). 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes findet man das allgemeinere 
Ergebniss, dass der adjungirte Ausdruck von ABC... gleich ...CB'A ist 

IL ht ein Differ&ntialausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der 
adjungirte Ausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Reihenfolge 
zusammengesetzt. 

Weil ich mich vielfach auf diesen Satz beziehen werde, will ich 
ihn den Reciprocitätssatz nennen. (Vgl. dieses Journal, Bd. 76, S. 263 und 
S. 277; Bd. 77, S.257; Bd. 80, S.328.J 

Sowohl aus der charakteristischen Gleichung (4.) als auch aus der 
formalen Darstellung (2.) und (3.) ist unmittelbar ersichtlich der Satz von 
Hesse (dieses Journal, Bd. 54, S. 232): 

III. Der adjungirte lineare (und der begleitende bilineare) Differential- 
ausdruck einer Summe ist gleich der Summe der adjungirten linearen (und der 
begleitenden bilinearen) Differentialausdrücke der einzelnen Summanden. 

Mit Hülfe des lieciprocitätssatzes und des £/e««eschen Satzes ist es 
leicht, zu einem Differential ausdruck , in welcher Form er auch gegeben 
sein mag, den adjungirten zu bestimmen. Der adjungirte Ausdruck von au, 
wo a eine bestimmte Function von x bedeutet, ist au,, der von Du ist 
— Du. Daher ist der adjungirte Ausdruck von a.A{u} gleich A{au) und 
der von DA{u) gleich —AD{u^. 

Zu einem bilinearen Differentialausdruck A (w, <?) kann man auf zwei 
verschiedene Weisen den adjungirten bilden, entweder indem man e als 
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unbestimmte Function betrachtet, und für u einen bestimmten Werth gesetzt 
denkt, oder indem man u als unbestimmt ansieht In dem ersteren Sinne 
sei ÄiUyfi) der adjungirte Ausdruck von -4(w, c). Denkt man sich dann 
in der Gleichung (4.) fllr u eine bestimmte Function gesetzt, und berechnet 
zu beiden Seiten die adjungirten Ausdrücke, so erhält man die Formel 

(5.) f)A{u)-'A{m) = -A{u,De). 

Nimmt man darin für u ein Integral — der Differentialgleichung A (u) = 0, 
und ersetzt man f> durch Co«^ so findet man 

oder wenn man die Bezeichnung 

einführt, 

-4(c) = J,D(Cü©). 
Auf dieselbe Weise kann man den Differentialausdruck («— 1)^«^ Ordnung 
^i(r) auf die Grestalt 

bringen, wo — ein Integral der Differentialgleichung -4i(r) = Ö und A^ip) 

ein Differentialausdruck («—2)'®^ Ordnung ist. Indem man so fortführt, 
bringt man den Ausdruck A schliesslich auf die Form 

(6.) A{u) = c«Dc„_i/)c„_2 ••• c^DciDcx^Uy 

in welcher er aus lauter Differentialausdrücken erster Ordnung zusammen- 
gesetzt ist. Nach dem Reciprocitätssatze ist der adjungirte Ausdruck dazu 

(7.) Ä(u) = {—lYCi^DciDCi ... c^^Dc^^^Dc^u. 

§. 4. Differentialausdrücke, die ihren adjungirten gleich sind. 

Nach dem Reciprocitätssatze ist der adjungirte Differentialausdrack 
von AA{u) gleich ÄA{u), und wenn a eine bestimmte Function von x 
ist, der von ÄäA{M) gleich A'aA{u)*). 

Sei umgekehrt P(m) ein beliebiger Differentialausdruck m*«' Ordnung, 
.der seinem adjungirten gleich ist. Ist der Coefficient der höchsten Ab- 



*) Der adjungirte Differentiaiausdruck von A*DÄ(u) ist —A'DA(ü), 
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leitung in P gleich p, sa ist er in P' gleich (-1^^. Soll also P = F 
sein, so muss m gerade sein (=2»). Seien Po(w), Pi{u)^ ... P«(ti) n+l 
beliebig gewählte DiflFerentialausdrücke , Py{u) von der v^° Ordnung. Sei 
q der Coefficient von D'^u in P„(«) und p^ durch die Gleichung 

p = (-l)-gr>. 

bestimmt Dann ist in dem Ausdruck P'^p^P^(u) der Coefficient von Z)'"w 
gleich p^ und daher ist der Ausdruck 

p(fi)-p:p,p,(«) 

höchstens von der (2«— 1)^®*^ Ordnung. Da er aber seinem adjungirten 
gleich und folglich von gerader Ordnung ist, so kann er höchstens von 
der (2«— 2y«n Ordnung sein (Vgl. HeHse, dieses Journal, Bd. 54, S. 234). 
Sei p' der Coefficient von D'^'~'^u in demselben, q' der von D'^'^u in P^_i und 

so ist 

p{y)-p:pnPn{u)^p:_,p^.,p^^,{u) 

• 

ein Differentialausdruck der seinem adjungirten gleich und höchstens von 
der (2« — 4)*«'' Ordnung ist. Indem man so weiter rechnet, bringt man 
zuletzt P auf die Form *) 

(8.) P(u) = P>.P„(fi) + P«_.;>.-iPn-.(t«) + - + nf^nn(«). 

Ist Z.B. Py{u) = D'^Uy also P'y{u) = {—iy D^u, so erkennt man daraus, dass 
jeder Diflferentialausdruck, der seinem adjungirten gleich ist, auf die Form 

(9.) P{u) = p,,u-Dp,Du+D^p,D'u + (-l)-D>,/)-fi 

gebracht werden kann (Jacobi, dieses Journal, Bd. 17, S. 71). 

Seit Jacobi hat man nun umgekehrt jeden Ausdruck, von dem man 
beweisen wollte, dass er seinem adjungirten gleich ist, in dieser Form dar- 
zustellen gesucht. Da dies aber meistens nicht ohne weitläuftige Rechnungen 
möglich ist, und da überdies diese Form, wie schon ihre Verallgemeinerung 
(8.) zeigt, nur ein unwesentliches Merkmal solcher DiflFerentialausdrücke 
ist, so werde ich von derselben im folgenden keinen Gebrauch machen. 



*) In ähnlicher Weise kann man jeden Ausdruck, der seinem adjungirten entgegen- 
gesetzt gleich ist, auf die Form 

bringen {Jacobi, dieses Journal, Bd. 32, S. 196). 
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In der Form (8.) oder (9.) lässt sich ein DiflFerentialaasdrack , der 
seinem adjungirten gleich ist, durch rationale Op.erationen und durch Diffe- 
rentiation darstellen. Wichtiger dagegen ist die Entdeckung Jacobte^ dass 
man jeden solchen Differentialausdruck mit Hülfe von Integrationen auf 
die Gestalt AA{u\ oder wenn es in reeller Form geschehen soll, auf die 
Gestalt A'aA{u) bringen kann. 

Der Jaco6f sehe Beweis dieses Theorems lässt sich mit Hülfe des 
Keciprocitätssatzes in folgender einfachen Weise darstellen: 

Sei P{u) ein Ausdruck 2«^®»' Ordnung, der seinem adjungirten gleich 
ist, P{u,v) der begleitende bilineare Ausdruck. Dann ist 

(10.) eP(u)-uP{e) = DP{u,f>). 

Die linke Seite ändert ihr Vorzeichen, wenn man u mit r vertauscht. Daher ist 

DP{u,f>) = D{-P(f>,u)), 
und folglich nach §. 1 

P(u,v) = -P(t?,w). 

I. Ist ein Diff&rentialausdruck seinem adjungirten gleich, so ist der be- 
gleitende bilineare Differentialausdruck altemirend *). 

Demnach verschwindet P(w, r), wenn w = f? ist. Nimmt man in der 

Gleichung (10.) ftir t? ein Integral — der Differentialgleichung P(©) = 0, 

80 erhält man 

p{u) = c,DP(u, -^y 

/ 1 \ 1 

Da der Differentialausdruck {2n—l)^^^ Ordnung P{n, — j fllr ti = — ver- 
schwindet, so lässt er sich (§. 3.) auf die Form PiZ)(Cü n) bringen, wo P, (k) 
ein Differentialausdruck (2» — 2)^«'' Ordnung ist, und folglich ist 

P(«) = Cy,DPrDCy,U. 

Nimmt man auf beiden Seiten den adjungirten Ausdruck, so erhält man 
nach dem Reciprocitätssatze 

P{ü) = c,DP\Dc,u, 
und daher 

Cy)DP'iD(\iU = Ci,DPiDcaU, 



*) Ist ein Differentialausdruck seinem adjungiilen entgegengesetzt gleich, ao ist 
der begleitende bilineare Differentialausdruck Bymmetriscb. 
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also nach §. 1 

Ist nun — ein Integral der Differentialgleichung P^ = 0, so ist 

wo Pi ein Differentialausdruck (2«— 4)*«" Grades ist, der seinem adjungirten 
gleich ist. Indem man so weiter schliesst, bringt man den gegebenen Aus- 
druck auf die Form 

P[u) = CnDciDc2 ... Dc^^iDcDc^^i ... C2DciDciiU. 

Da der Coefficient p der höchsten Ableitung eines zusammengesetzten 
Differentialausdrücks P gleich dem Producte aus den Coefficienten der 
höchsten Ableitungen seiner Theile ist, so ist 

Wenn daher die Coefficienten von P alle reell sind, und bei der Umformung 
nur reelle Integrale verwendet sind, so hat c dasselbe Vorzeichen, wie p. 
Sei a eine beliebige Function, die mit (—1)";? dasselbe Vorzeichen hat, und 

Setzt man dann 

(6.) c^Dc^^i ... CiZ)cyti = ^(«), 

so ist 

(7.) A'{n) = {-iyc,Dc, ... c,_.Z)c„(ti), 
und daher 

(11.) P(ti) = A'aA[u). 

Am einfachsten ist es a= +1 zu setzen, oder wenn es sich nicht um reelle 
Ausdrücke handelt, a = l. Soll aber der Coefficient der höchsten Ab- 
leitung in A gleich Eins sein, so muss man 

. (12.) a = (-1)> . 

wählen. 

\ 

§. b.'^ Neuer Beweis des Jacobischeu Satzes. 
Aus der Gleichung (11.) folgt, dass die n Integrale der Differential- 
gleichung -4 = sämmtlich auch der Differentialgleichung P = Genüge 
leisten. Es wird sich aber zeigen, dass sie nicht n beliebige Integrale von 
F=:0 sind, sondern gewisse Bedingungen erfttllen müssen. Es ist jedoch 

Jonmal fnr Mathematik Bd. LXXXV. Heft 3. 25 
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schwierig, diese Bedingungen in ihrer einfachsten Form auf dem soeben 
durchgeführten Wege zu finden *). Ich will deshalb den Jaco6tschen Satz 
noch auf eine -andere Weise ableiten, wobei sich jene Relationen ohne 
weiteres ergeben. 

Ersetzt man in der Gleichung (4.) c. durch aA{f>)^ so erhält man, 
wenn man sich der Bezeichnung (11.) bedient, 

aAie)Aiu)-uP(f>) = DA{u, aA(e)). 
Vertauscht man u mit v und zieht die neue Gleichung von der ursprüng- 
lichen ab, so ergiebt sich 

.f?P(fi)-fiP(f?) = D{A{u, aA{v))-A{f>, aA{u))). 

Daraus folgt nicht nur, dass der Differentialausdruck P seinem adjungirten 
gleich ist, sondern auch, dass der begleitende bilineare Differentialausdruck 

P{u, f>) = A(u, aA{e))-A{v, aA{u)) 

ist. Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet aber, wenn u und v 
irgend zwei Integrale der Differentialgleichung -4^0 sind.. Folglich muss 
P (u, f?) = sein, wenn u und v beide der Differentialgleichung A = 
genügen. 

Sei jetzt umgekehrt P irgend ein Differentialausdruck 2n^^^ Ordnung, 
der seinem adjungirten gleich ist. Dann ist, wie oben gezeigt, der be- 
gleitende bilineare Differentialausdruck P(u,e) altemirend. Ich behaupte 
nun, dass sich n unabhängige Integrale der Differentialgleichung P = 
finden lassen, von denen je zwei den Ausdruck P{u,f>) annulliren. Seien 
nämlich o,,, Oi, ... a,*-! irgend 2« unabhängige Integrale von P = und sei 

P{Oa, aß) = a^ß. 
Da P (w, f>) altemirend ist, so ist a^ß = — a^« und ««„ = 0. Da ferner nachi 
Gleichung (10.) 

DP{a,, aß) = aßP{a,)'-a,P{aß) = 
ist, so ist a^ß eine Constante. Seien nun ajo, a?i , . . . a?2,«i und y,,? ^u'-y?«-! 
willkürliche Constante und 

u = ^S""' aaX,, c = Xr' Oßyß, 

o ß >- >- 

irgend zwei Integrale der Differentialgleichung P = 0. Dann ist 

P(u, ti)^2a„ßX^yß = Z 

ap 

eine alternirende bilineare Form. Ich werde im nächsten Paragraphen ver- 



*) Ein Mittel dazu ist in der AnmerkuDg I. zu §. 6 angedeutet. 
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schiedene Wege angeben, n unabhängige Werthereihen 

(13.) x^r\ x\'\ ... xi:u (v=o, 1, ... ii-i) 

zu finden, von denen je zwei die Form Z annuUiren. Dann sind 

u, = JS^r'xl^^a, (i/ = 0, 1, ... ii-l) 

a 

n unabhängige Integrale der Differentialgleichung P = 0, welche paarweise 
der Gleichung P («, r) = genügen.*) 

Sind aber irgend n unabhängige Functionen tf,, Wi, ... ii^_i gegeben, 
so kann man eine Differentialgleichung n^er Ordnung .4 = bilden, der sie 
genügen. Soll der Coefficient der höchsten Ableitung von A gleich Eins 
sein, so ist 

(U.) A(u) = 2+u,,u\ ... fii!:i'>fi^"^:-2'±ti„tt; ... u^Si'\ 

Weim ferner alle Integrale einer Differentialgleichung n^^ Ordnung 
^ = eine Differentialgleichung 2»^®'" Ordnung P = befriedigen, so kann 
man P auf die Form 

P = BA 

bringen, wo B ein Differentialausdruck n^^^ Ordnung ist (Vgl. dieses Journal, 
Bd. 76, S. 257). Ist B' der adjungirte Ausdrack von B und Biv^e) der 
begleitende bilineare Differentialausdruck, so ist 

f)B(n)-nB\e) = DB{u, e). 

Ersetzt man u durch A(u\ so erhält man 

eP{u)-A{u)B'{e) = DB{A{n\ r). 

Vertauscht man u mit r und zieht die neue Grieichung von der ursprüng- 
lichen ab, so ergiebt sich 

f)P{u)-uP{e)-A{u)B\t) + A{e)B\u) = D[B{A(u\ v)-B{A{e\ «)], 

oder wegen (10.) 

A{f>)B'(u)-A{u)B\e) = D[B{A{u\ e)-B{A{e\ u)-P{u, «?)] = DC{u, r). 

Der Ausdruck C(ii, e) verschwindet seiner Zusammensetzung nach, 
wenn für u und e irgend zwei der Functionen «,,,«,, ...f^„_i gesetzt werden, 
welche einzeln A {u) und paarweise P (w, r) annuUiren. Seine Ableitung 



*) Um die n unabhäDgigen Functionen ti^, u[y\.. Un-\ zu definireU; braucht man 

ausser den — ^^ — J- Gleichungen P(fi^, m^) = (f«, i' = 0, 1, ... w— 1) nicht noch die 

n Gleichnngen i'(ur) = 0(v = 0,l,.. .»—!), sondern nur eine derselben, etwa P(«,) = 0. 

25* 
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ist A{f>) B' (u)— A{u) B' {e) ^ also in Bezug auf u und v höchstens von der 

Uten Ordnung. Daher kann C{u,f)) in Bezug auf u und v höchstens von 

der (»—1)^®° Ordnung sein (§. 1). Wenn aber der Differentialausdruck 

(ii— l)^er Ordnung C(«y,r) fiir n unabhängige Functionen f? = fiü, f#i, ... ««-i 

verschwindet, so muss er identisch verschwinden. Folglich muss, welche 

bestimmte Function auch flir r gesetzt wird, der Ausdruck C(u,v)j der in 

Bezug auf u von der («— l)*««^ Ordnung ist, für tt = ii,), «i, ... ti,_i und 

daher identisch verschwinden. Somit ist 

A{e)B'(u)'-Aiu)B'{f>) = 0, 
oder es ist 

ein von der Wahl der unbestimmten Function u unabhängiger Ausdruck, 
d. h. eine bestimmte Function a. Ist aber 

B'(u) = aA{u\ 
so ist nach dem Reciprocitätssatze 

B(u) = Ä{au), 
und daher 

(11.) P{u) = A'aA{u). 

Nimmt man für A den Ausdruck (14.), in dem der Coefficient der höchsten 
Ableitung Eins ist, so muss man für a die Function (12.) wählen. 

%, 6. Hülfssatz über alternirende bilineare Formen. 

Zur Vervollständigung des eben geführten Beweises ist noch zu 
zeigen, wie man n unabhängige Werthereihen (13.) findet, welche paarweise 
die alternirende bilineare Form 

annuUiren. Am einfachsten ist es, sie successive zu ermitteln. Man nehme 
die Grössen 

willkürlich an (aber nicht alle Null). Da Z alteniirend ist, so befriedigen 
sie die lineare Gleichung 

Für a^^\ x^^^j . . . xJiLi nehme man irgend eine zweite , . von der vorigen 
unabhängige Lösung dieser Gleichung u. s. w. Hat man bereits m unab- 
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hängige Werthereihen 

x% x\"\ . . . x^U (,« = 0, 1, . . . m-1) 
bestimmt, welche den m linearen Glelchangeh 

i:{£a„ga^'^)x„ = 

aß' 

genügen, so muss ipfr\ a?{'"\ . . . x^^^l.^ eine neue, von jenen m unabhängige 
Lösung dieser Gleichungen sein. Nun haben m homogene lineare Glei- 
chungen zwischen 2« Unbekannten mindestens 2« — m unabhängige Lösungen, 
also ausser den m bereits bekannten noch 2n — 2m^ demnach wenigstens 2, 
so lange m<fi ist 

Der Auseinandersetzung einer zweiten Methode zur Ermittlung der 
Grössen (13.) schicke ich den Beweis des Satzes voran; dass die Deter- 
minante \aaß\ von Null verschieden ist Der bilineare Diflferentialausdruck 

ist in Bezug auf u und e von der (2ii-l)*«° Ordnung. Da er kein Glied 
von einer höheren als der (2ii— 1)^®° Dimension enthält, so i8tp,2 = 0, wenn 
;f+i>>2ii— 1 ist Daher reducirt sich die Determinante \p'^i\ auf ein Glied 

\Pitl\ = ( — 1) P21«— l,oP2ii-.2,l-»»Po,?»~l7 

oder weil die Glieder der (2«— 1)*®° Dimension abwechselnd gleich -f-p 
und —p sind, auf 



Pmi\ = p'". 



Ferner ist 



und daher 

Die Determinante der bilinearen Form Z ist also von Null verschieden.*) 
Durch lineare Substitutionen kann man folglich Z auf die Form 

V 

reduciren; wo Xy, XI (v = 0, 1, ... «— 1) 2« unabhängige homogene lineare 
Functionen von a\, , a?i , ... a?2«-i und Yy , Yy die nämlichen Functionen von 
y«? ^M '•• y2--i hedeuten. Die Grössen (13.) gentigen daher den gestellten 
Bedingungen, wenn sie die n linearen Gleichungen Xy = befriedigen, 

*) Daraus folgt, dass es nicht mehr als n unabhängige Werthereihen (13.) giebt^ 
welche paarweise Z annuUiren (Vgl.* dieses Journal, Bd. 82, S« 256). 
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welche wirklich '2n— » unabhängige Lösungen besitzen, oder allgemeiner 
{Clebach, dieses Journal, Bd. 55, S. 344), wenn sie aus den n Gleichungen 

x'^ = jSir^c^yXy (a* = o, 1, ... II— 1) 

bestimmt werden, wo 

^^^^ ^ willkürliche Constanten sind. 

Endlich kann man drittens auch auf folgende Weise n Integrale ti^, 
tii, ... Un-i ermitteln, welche paarweise die Gleichung Pf«, f?) = befriedigen. 
Sei X ein für die Differentialgleichung P=0 nicht singulärer Punkt und 
Ca das Integral derselben, dessen Entwicklung in der Umgebung von x mit 

^« = ^f 2"? +ea,n{x''xT+- (« = 0, 1, ... 2ii-l) 

beginnt Dann ist e^*^ (a, ;f = 0, 1, ... 2« —1) fllr x = x' gleich oder 1, je 
nachdem a von x verschieden, oder gleich x ist. Da der Ausdruck 

constant ist, so bleibt er ungeändert, wenn der Variabein x der Werth ar' 
beigelegt wird. Folglich ist er gleich dem Werthe, den p^ß für a? = a?' hat, 
also Null, wenn a+/9>2ii— 1 ist. 

Daher genügen e„, e„^i, ... Cjn-i paarweise der Gleichung P{n^f>) = 0, 
und ebenso je zwei lineare Verbindungen derselben. Man kann also für 
fA), «1, ... ««-1 irgend n unabhängige Integrale wählen, deren Entwicklungen 
nach Potenzen von x—x' nicht mit einer niedrigeren als der vf^^ Potenz 
anfangen. 

Anmerkung L Die Relationen zwischen den Constanten (13.) sind 
von Clebsch gefunden worden, während ihre einfachste Gestalt Hesse ent- 
gangen war. Bei der Bedeutung, welche die Arbeit von Hesse hat, ist es 
vielleicht von Interesse, genau den Punkt zu kennen, welchen er über- 
sehen hatte. 

Sei ff, = — ein Integral, also auch ein Multiplicator der Differential- 



Co 



gleichung 'P = 0. Dann ist P{u) = Cy^DQi{ü)^ wo der Differentialausdruck 

(2«— l)^ör Ordnung Qi{u) für 11 = — verschwindet, also auf die Form 

pj(fi) = p^/)Cüfi gebracht werden kann. Zur weiteren Reduction darf man 
nicht ein beliebiges zweites Integral tii von P = benutzen, sondern ein 
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solches, für welches zugleich ^i = ist. Dann ist — = /) c„ tii ein Inte- 

gral von Pi = , also auch (§. 4) ein Multiplicator von Pj und folglich 
auch von P,. Mithin ist Qi^c^DQ^^ und Q2{u) == P^Dc^Dd^u. Ist dann 
th ein solches von «o und u^ unabhängiges Integral von P = 0, für welches 

zugleich ^2 = ist, so ist — = DciDcaUi ein Integral von ^2 = 0, also 

auch ein Multiplicator von P2 und folglich auch von Q2. Mithin ist 
Qi^ihDQi u. s. w. 

Die Gleichung Pi(tii) = ist eine Relation zwischen ti,, und Ui^ die 
Gleichung 02(^7) = zerfUllt in zwei Relationen zwischen ti,„ iii, tii, 
Qs{fh) = in drei zwischen ffj, t^i, iij, «3, u. s, w. (HessCy Bd. 54, S. 253). 
Der Grund, wesshalb die Bemühungen Hessen , diese wenig durchsichtige 
Form jener Relationen zu vervollkommnen, scheiterten, lag darin, dass ihm 
die eigenthttmliche Zusammensetzung der DifiFerentialausdrücke Pi, P,? Q^^ ••• 
entging. Der Ausdruck (2«— m)*®^ Ordnung Q^ kann nämlich auf die Form 

Q^{u) = roPfti,«„) + «?iP(»,tii)+-. + f?^.,P(tt,tf^i) 

gebracht werden, wo die Verhältnisse der Functionen ©o , t^i , ... ©^_i schon 
dadurch bestimmt sind, dass Q„, nur von der (2«— 1»)*«° Ordnung ist, dass 
also auf der rechten Seite die Coefficienten von Z)^"~*ti, Z)^""^ti, ... D^-^'+^ti 
verschwinden müssen. Bis auf einen Factor ist daher Q^ gleich 

P(u,U,i) P{UyUi) . . . P{u,u„,^^) 



m— 1 



«0) ||(0 ,/i) 

Hl) »1 ... "m— 1 

4 • • • • • 

«1, Uj ... wm— 1 

und f>o , f>i , ... r„,«i verhalten sich wie die Functionen , welche ich (dieses 
Journal, Bd. 77, S. 250) die adjungirten von tio, tii, ... tt,„«i genannt habe. 
Dieselben sind folglich (1. c. p. 249) unter einander unabhängig. Nun muss 
u^ der Gleichung Q„, {u) = genügen, oder es muss 

»oP(tl«, l«ü) + t?iP(«m,t<l) + — + f>;„.lP(tlm,»m-l) = 

sein. Da aber die Grössen P(u^,u^) Constante sind, so erfordert diese 
Gleichung wegen der Unabhängigkeit von r„ , ©i , ... v^n-i 7 dass 

P(«m^«'/i) = 0, (/t = 0, 1, ... «1—1; m = 0, 1, ... II— 1) 

ist Dies ist die Gestalt, welche Clebach den Relationen gegeben hat. 
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Anmerkang IL Die Coefficienten der linearen Differentialglei* 
chnng m^^ Ordnung P = seien analytische Functionen , welche in der 
Umgebung einer nicht singulären Stelle Xt, durch convergente nach ganzen 
positiven Potenzen von x—Xt, fortschreitende Reihen definirt seien. Eine 
von Xo ausgehende und nach x^ zurückkehrende Linie L soll im folgenden 
nur dann eine geschhssene genannt werden, wenn die Coefficienten von P 
durch einen diese Linie umgebenden in sich zurücklaufenden Flächenstreifen 
(von endlicher Breite) simultan fortgesetzt werden können, ohne den Cha- 
rakter rationaler Functionen zu verlieren, und auf diesem Wege wieder in 
die ursprünglichen Functionenelemente übergehen. Durchläuft x eine solche 
Linie L, so verwandeln sich m unabhängige Integrale Oii, a^ ... a^^i der 
Differentialgleichung P = in m unabhängige lineare Verbindungen o,',, 
Ol, ... a„^i mit Constanten Coefficienten, erfahren also eine lineare Sub- 
stitution Oa = 2k„ßdßy welche ich die der Linie L emtsprechemde Substitution 

K nenne. Wählt man statt der Functionen Oa^ a, , ... a„^i irgend m andere 
unabhängige Integrale, so sind dieselben lineare Verbindungen der ersteren 
(Aaofl«i + '" + Aa,m-iöm-i) ^^^ crfahreu folglich auf der Linie L eine der Sub- 
stitution K ähnliche Substitution. (H^^KH; vergl. dieses Journal Bd. 84, 
S. 21 und 23). Einer geschlossenen Linie L entspricht also nicht eine be- 
stimmte Substitution, sondern eine ganze Klasse ähnlicher Substitutionen. 
Eine solche ist aber vollständig bestimmt, wenn ihre charakteristische De- 
terminante, in Elementartheiler zerlegt, gegeben ist In Bezug auf eine 
lineare Differentialgleichung entspricht also jeder geschlossenen Linie eine 
gewisse in bestimmte Elementartheiler zerfallende charakteristische Function. 
Sei nun P{u) ein Differentialausdruck, welcher dem adjungirten Aus- 
druck gleich ist, und bedienen wir uns der nämlichen Bezeichnungen wie 
oben. Auf der geschlossenen Linie L gehe das Integral u = Sx^a^ in 
ti' = JS'aj^a„ und das Integral f) = .Zy„a„ in f?' = JS'y^a„ über. Dann sind 
die 2« Constanten x'^ lineare Functionen der Constanten x^ und die lineare 
Substitution, durch welche die Grössen x^ in x^ übergehen, ist derjenigen 
contragredient , welche die 2« Integrale a« auf der Linie L erfahren. Ist 
nämlich Oa^^^Kßa'ßj so ist Xß = JSk^ßXa und ebenso yß=^^k^ßya. Nun 

geht der bilineare Ausdruck 

P{Uy <?) = SüaßXajfß = Z in P{u, r'j = Sa^pX^Vß = -Z' . 
über. Da aber /^(m, <?) eine von x unabhängige Grösse ist, so kann sie 
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auf der Linie L keine Aenderung erfahren, und folglich muss Z = Z' sein. 
Die lineare Substitution, welche die Grössen x^ in x^ überfuhrt, hat also 
die Eigenschaft eine alternirende bilineare Form mit cogredienten Variabein 
von nicht verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren. 
Folglich müssen ( dieses Journal Bd. 84, S. 41 ) die Elementartheiler ihrer 
charakteristischen Function paarweise von gleichem Grade sein und fllr 
reciproke Werthe verschwinden, ausser denen, welche für die Werthe ±1 
Null sind. Unter den letzteren müssen aber die, welche einen ungeraden 
Exponenten haben, ebenfalls paarweise vorhanden sein. Die nämlichen 
Eigenschaften muss daher auch die charakteristische Determinante der con- 
tragredienten Substitution K haben (1. c. S. 25 und 21). Dies folgt auch 
daraus, dass durch die Substitution K die reciproke Form von Z in sich 
selbst transformirt wird. 

Die Elementartheiler der charakteristischen Function^ welche einem ge- 
schlossenen Wege in Bezug auf eine Differentialgleichung entspricht, die ihrer 
adjungirten gleich [entgegengesetzt gleich] ist, müssen p(mrweise von gleichem 
Grade sein und für reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derer, welche 
für die Werthe ± 1 Null sind und einen geraden [ungeraden] Exponenten haben. 

§. 7. Umformung einer Determinante. 
Da die Determinante der Functionen «i,„ iii, ... ti^^i in der Variations- 
rechnung eine wichtige Rolle spielt, so wollen wir sie etwas eingehender 
untersuchen. 

Sei baß der Coefficient von a^« in der nicht verschwindenden Deter- 
minante 2«*®° Grades la^ßl^ dividirt durch die ganze Determinante, und sei 

Y = ^b^ßX^yß 
die adjungirte Form von Z, also ebenfalls eine alternirende Form. Seien 

ferner 

(15.) yi''^, y\^\ ... y^/Zi (v = 0, 1, . . . n-l) 

n unabhängige Werthereihen , welche paarweise Y annuUiren. Dann be- 
haupte ich, dass je zwei Lösungen der n unabhängigen linearen* Gleichungen 

(p.) JSl-^y^J^x^ = (j/ = 0, 1, ... ii-l) 

et 

die Form Z annnlliren. Denn vermöge dei Gleichungen 

(«.) £yf,yi''^y<;;^ = {fi, v = 0, 1, ... n~l) 

sind die Ausdrücke 

(a.) x^^ = ^b^ßy'fi' (« = 0, 1, . . . 211-1; ^u = 0, 1, . . . n-l) 

Journal für Mathemadk Bd. LXXXV. Heft 3. 26 



202 Frobenius, iAer adjungirte lineare Differentialausdrücke, 

n nnabhängige Lösungen der Gleichungen (p.), da 

a 

ist. Durch Auflösung der Grieichungen (a.) ergiebt sich aber 

Multiplicirt man diese Gleichung mit x^^ und summirt nach a, so erhält 
man wegen (/?.) 

Da die durch die Gleichungen (a.) definirten n Werthereihen x^J^ unab- 
hängig sind, und da die n unabhängigen linearen Gleichungen (fi.) zwischen 
2n Unbekannten nicht mehr als 2ii— it unabhängige Lösungen haben, so 
ist jede Lösung derselben eine lineare Verbindung der n Lösungen (a,). 
Weil aber, wie die Formeln (y.) zeigen, die n Werthereihen (a.) paarweise 
die Form Z annuUiren, so müssen auch, da Z altemirend ist, je zwei 
lineare Verbindungen derselben die nämliche Eigenschaft besitzen. Die 
n Werthereihen (13.) annuUiren also auch dann paarweise die Form Z, 
wenn sie nicht durch die Formeln (a.) gegeben, sondern als irgend n un- 
abhängige Lösungen der Gleichungen (p.) definirt werden, d. h. die Glei- 
chungen (a.) und (/?.) ziehen stets die Gleichungen (y.) nach sich (auch 
ohne Vermittlung der Gleichungen (a.) oder (r.)). Ebenso folgen aus den 
Gleichungen (y.) und (/9.) die Gleichungen (a.) (aber nicht etwa aus (a.) 
und (y.) die Gleichungen (/?.)). Zwei Grössensysteme (13.) und (15.), 
welche durch die Gleichungen (/?.) mit einander verknüpft sind, habe ich 
adjungirte genannt (dieses Journal, Bd. 82, S. 238) und von denselben ge- 
zeigt, dass die Determinanten n^^^ Grades des einen (x^J^) bis auf einen 
gemeinschaftlichen von Null verschiedenen Factor den complementären 
Determinanten n^^^ Grades des andern (yj,*'^) gleich sind. 

I. Wenn n unabhängige Werthereihen paarweise eine alternirende bilineare 
Form eon 2n Variabeinpaaren mit nicht f) erschwindender Determinante an-- 
nuUireny so annuUiren die n Reihen der ihnen adjungirten Grössen paarweise 
die adjungirte Form. 

Die Determinante n^^^ Grades der Grössen 

(J.) <> = 2:?r*a:^)ai''> (.a, i/= 0, 1, . . . n-l) 

lässt sich nach dem erweiterten Multiplicationstheorem in eine Summe von 
Producten je einer Determinante n^^^ Grades des Systems a^"^ und der ent- 
sprechenden des Systems x^J^ zerlegen. Die Determinante 
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(16.) 
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• 
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läsöt sich nach dem Laplace^chen Determinantensatze in eine Summe von 
Producten je einer Determinante n^^^ Grades des Systems a^"^ und der 
complementären des Systems y^*^^ zerlegen. Da sich aber die Determinanten 
^ten Grades des Systems x^^^ wie die complementären des Systems yi''^ 
verhalten, so ist die Determinante ii^®° Grades |iij;^i bis auf einen constanten 
Factor gleich der Determinante 2»^®« Grades (16,). Zu demselben Resultate 
gelangt man, indem man (16.) mit einer Determiüante 2»*®'^ Grades multi- 
plicirt, deren n erste Zeilen von den Grössen xi""^, und deren n letzte Zeilen 
von willkürlichen Constanten c^''^ gebildet werden. Besonders bemerkens- 
werth ist bei dieser Umformung, dass die in (16.) eingehenden Constanten 
(15.) nicht durch die Gleichungen ((i,) auf die Constanten (13.) zurück- 
geführt zu werden brauchen, sondern selbständig dadurch definirt werden 
können, dass sie paarweise die alternirende bilineare Form Y annuUiren. 

In besonders einfacher Weise erhält man ein System von Grössen 
(15.), wenn man für «,„ Hj, ... w«_i das am Ende des §.6 erwähnte specielle 
System von n unabhängigen Integralen wählt, deren keines in der Ent- 
wicklung nach Potenzen von x—x eine niedrigere als die n^ Potenz ent- 
hält. Setzt man nämlich in (J.) x = x', so verschwindet die linke Seite 
dieser Gleichung, und folglich genügt man den Gleichungen (/?.), indem 
man für y^*^^ den Werth nimmt, den aj,*'^ für x= x annimmt {Mayer, dieses 
Journal, Bd. 79, S. 257). Die so erhaltenen n Werthereihen sind unab- 
hängig. Denn wenn alle Determinanten n^®° Grades dieser Grössen y\!'^ 
verschwänden , so würde die Determinante 2»*®° Grades | a^^ \ für x = x 
verschwinden, mithin x' ein (wesentlich oder ausserwesentlich) singulärer 
Werth für die Differentialgleichung P = sein. 



Sei 



§. 8. Ueber die zweite Variation der einfachen Integrale. 



F = /"rix, y, yf), . . . j,<-)) 



dx 



ein bestimmtes Integral, das eine unbekannte Function y und deren Ab- 
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leitungen bis zur m^^^ enthält, u eine unbestimmte Function von a?, e eine 
sehr kleine Zahl, und 

y'7(^, y + ^^y y^'^ + ^v^^'\ ... »^-H€w<->)rfa: = F+6G + -j^Ä+..., 

also 

G==J'R(u)dx, H=^f''8{Uy u)dx, . . ., 

WO 

ist (Vgl. Hesse, 1. c. S. 227 — 229). Ist Ä'(«) der adjungirte Ausdruck 
des linearen Differentialansdrucks ß(«), und Riu, v) der begleitende bilineare 
Ausdruck, so ist 

vR{tt)-ttR'{v) = DR{u, v) 

und daher für o = 1 

Ritt) = ttR'{l) + DR{tt, 1), 
wo 

(17.) Ä'(l) = :s{-irD'(-^) 

ist. Mthin ist 

G=/"Ritt)dx =y"dR{u, l)+J""ttR'il)dx. 

«0 «• *• 

Daraus folgert man nun in der Variationsrechnung, dass das Integral 
F nur für solche Functionen y ein Maximum oder Minimum sein kann, 
welche der Differentialgleichung Ä'(1) = oder 

Genüge leisten. Unter y soll daher im folgenden die durch diese Differential- 
gleichung und die Nebenbedingungen des Problems bestimmte Function ver- 
standen werden {Hesse, 1. c. S. 229). 

Betrachten wir in dem symmetrischen bilinearen Differentialausdruck 
S{u, v) die Function v als unbestimmt, so sei S'{u, v) der adjungirte Ausdruck, 
und S{u;t>yW) der begleitende in c und w bilineare Differentialausdruck. 
Beide Ausdrücke sind auch in Bezug auf u linear (§. 2). Vertauscht man 
dann in der Gleichung 

(a.) wS(u, v)'-vS'{u, w) = DSiu; v, w) 
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u mit f> und subtrahirt die ursprüngliche Gleichung von der neuen, so erhält 
man, da S(m, f>) = S(i?, u) ist, 

f)S'{u, w)'-uS'[v, w) = D[S{e; u, w) — S(u; c, w)]. 

Daraus folgt, dass der Ausdruck S' {u, tr), wenn man für w eine bestimmte 
Function setzt und u als unbestimmt betrachtet, mit seinem adjungirten 
identisch ist*) (Vgl. den mühsamen Beweis von Hesse, 1. c. S. 233 — 239). 

I. Ist S{u,v) ein symmetrischer bilinearer Dijferentialausdruchy S\u,v) 
der adjungirte, wenn e als unbestimmt betrachtet wird, so ist der Ausdruck 
SXu, r), wenn u als unbestimmt angesehen wird, mit seinem adjungirten identisch. 

Setzt man ir = 1, so ist demnach der Ausdruck 

(18.) S'(u, 1) = P(«) = £i-irD^(-^SL^D''u) 

seinem adjungirten gleich.**) Daher ist er von gerader Ordnung (2») und 
lässt sich (§. 5) auf die Form 

(11.) P(u) = ÄaA{u) 

bringen. Setzt man in der Gleichung 

(4.) vA{u)-uÄ{v) = DA(u, c), 
V = aA{u)^ so erhält man 

a{A(u)y-uP{u) = DA{u, aA{u)). 
Setzt man femer in der Gleichung (a.) u = v und m? = 1, so ergiebt sich, 
da S'{u,l) mit P{u) bezeichnet ist, 

S{u, u)-uP{u) = DS[u; u, 1). 
Durch Subtraction beider Gleichungen findet man endlich 

S{u, u) = D[8{u; u, 1)-A{u, aA{u))\ + a{A[u))\ 
und daraus Jacobi% Umformung der zweiten Variation 

(19.) H = J^''S{u,u)dx=y^''d[Siu;u,l)-A{u,aA{u))]+J^''a{A{u)ydx. 



*) Ist S(m^, fi„ . . . ujt) ein DiflTerentialausdruck, der in Bezug auf jede der unbe- 
stimmten Functionen u^, u„, ... Uk linear (und homogen) ist, so kann man zunächst 
Ua allein als unbestimmt betrachten und aen adjungirten Ausdruck Sa(u^J,.,Uk) be- 
rechnen; darin wieder allein Uß als unbestimmt ansehen und den adjungirten Ausdruck 
Saß ermitteln u. s. w. Die Relationen, die zwischen den DifferentialausarUcken Sa, Saß, 
Saßyf ••• bestehen, lassen sich durch das nämliche Verfahren finden, mittelst dessen 
der obige specielle Satz abgeleitet worden ist. 

**) Da der adjungirte Ausdruck von Z>*'m gleich (^lyo^n ist, so ist der von 
(—iyD''(fuyDfu) nach dem Reciprocitätssatze gleich (— i)"D"(/'^K^*'ti). Daraus er- 
giebt sich von neuem, dass der Ausdruck S{—\yD*'{f^yDfu) seinem adjungirten gleich 
ist, vorausgesetzt, dass f^y = fy^ ist. 
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Bedeutet y eine unbestimmte Function, so ist (17.) ein nicht linearer 
Di£ferentialausdruck , dessen Ordnung höchstens gleich 2m ist. Setzt man 
in demselben für y eine Function zweier unabhängigen Variabein x und h 
und diflferentürt nach h, so erhält man 

,20.) i|ffi=^;.,-ir„<^^^)=P(^). 

Da die Ordimng des Ausdrucks P(u) gleich 2» ist, so folgt daraus, 
dass auchÄ'(l) in Bezug auf y von der 2»*®° Ordnung ist (Vgl. die Beispiele 
von Spitzer, Sitzungsberichte der Wiener Akademie, 1854, S. 1014 und 
1855, S. 41). 

U. Die Ordnung der Differentialgleichung (17*.) ist stets eine gerade Zähl, 
Ist y das allgemeine Integral derselben mit den 2» willkürlichen 
Constanten Äu, An ••• A^—n so sind die 2» Functionen 

Ga = 3^ (« = 0, 1, ... 2« — 1) 

linear unabhängig {Jacobi, dieses Journal, Bd. 23, S. 55 und 56) und be- 
friedigen wegen der Identität (20.) die lineare Differentialgleichung P{u) = 0. 
Setzt man aus ihnen (§.6) n unabhängige Integrale tir,, ti,, . . . m^_i zu- 
sammen, welche paarweise den begleitenden bilinearen Differentialausdruck 
P{u, e) (= S{t>; u, 1) — S{u; v, 1)) annuUiren, so ist der Ausdruck -/4 (w) durch 

die Gleichung (14.) und die Function a durch (12.) gegeben. Ist ^ J^^^ 

von Null verschieden, so ist der Grad der Differentialgleichung (17*.) gleich 
2m und 



a = 



Öy^»'*)^ 



§. 9. lieber adjungirte lineare partielle DifferentialausdrOcke. 

Die Beziehungen zwischen adjungirten linearen gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen lassen sich, so weit sie nicht die Integrale betreffen, 
auf partielle Differentialgleichungen ausdehnen. 

Sind u und v zwei Functionen von Xi, ... x„, so ist nach §.2, («.), 



c— T--«(-ir«-^ 



dxl<' ' ' dxl<^ dxa ' 

wo 



P==^^-(-l)'^ ^, ^_,^_,_, 



••o 



i ^ ' dxi dx'" 



a ^*^a 
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ein bilinearer Differentialausdmck von u nnd « ist Ersetzt man in dieser 
Gleichung 

u durch — — — — , 

nnd 

so erhält man 

Nimmt man für a der Reihe nach die Zahlen 1, 2, ... n und zählt die be- 
treffenden Gleichungen zusammen, so ergiebt sich 

dx\\..dx:- \ ^ dx:\..dx:- sx, ^ ^ dx. 

Ersetzt man endlich noch v durch das Product aus v und einer bestimmten 
Function -/4y ^ , so findet man 

wo ßi , ... ß. bilineare Differentialansdrttcke von « nnd e sind. 
Ist 

U 



Aiu) = :s-^,.. 



^K,+...-fK„ 



ein linearer (partieller) Differential ausdruck, so heisst 

der adjungirte Differentialausdruck. Zwischen diesen beiden Differential- 
ausdrücken findet man aus der letzten Formel durch Summation die Be- 
ziehung 

(21.) vA{u)^uA'{v) = ^^^^g^, 

wo A^{u, v) (y =.1, 2, ... fi) 11 bilineare Differentialausdrucke von u und c sind. 
Die Bedeutung dieser Gleichung beruht darauf, dass aus ihr umge- 
kehrt geschlossen werden kann, A (u) sei der adjungirte Ausdruck von A (u). 
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Dies ist um so merkwüidiger, weil die bilineareu Ausdrücke Ay{u,f>) durchaus 
nicht bestimmt sind, sondern mannichfache Formen annehmen können. 
Der Beweis jener Behauptung beruht auf dem Hülfssatze: 

I. Sind -4i, -^2, ... A^ lineare Differentialausdrücke von u, so ist in 
dem adjungirten Ausdruck von 



^^.4-4^ + -..+ '' 



n 



dx^ dx^ dxn 

der Coefßcient von u gleich Null, 

Ist a eine bestimmte Function von a?i , ... a?» , so ist 







dx, \ dxVdx\\..dxW ö^i dxVdx\\..dxl- dxV^'dxl\..dx\- 

Der adjungirte Differentialausdruck davon ist 

L dx\' dx2\ . . dxl"* dx\^ "^ * dx2\ . . dxn^ 

verschwindet also für ti = 1. Ordnet man ihn daher nach den Ableitungen 
von u, so ist der Coefßcient von u gleich Null. Daraus ergiebt sich die 
obige Behauptung mittelst der Bemerkung, dass der adjungirte Ausdruck 
einer Summe gleich der Summe der adjungirten Ausdrücke der Summanden ist. 
Seien nun A(u) und B(u) zwei lineare Differentialausdrücke, und 
seien irgend wie n bilineare Differentialausdrücke Cy (w, v) (y = 1, 2, . . . n) 
so bestimmt, dass 

vA{u)^uB{v) = ^1^ 



ist. Zieht man davon die Gleichung (21.) ab, so erhält man 

u{A'{f,)-B{v)) = -2"^^%^- 

Denkt man sich für v eine bestimmte Function gesetzt, so sind beide Seiten 
dieser Gleichung lineare Differentialausdrücke von u. Der adjungirte Aus- 
dnick der linken Seite ist u{Ä{v)'-B{v)). Im adjungirten Ausdruck 
der rechten Seite ist der Coefßcient von u gleich Null. Folglich ist 
B{v) = A{v). 

Wir können daher den adjungirten Ausdruck eines andern von nun 
an durch die charakteristische Gleichung (21.) definiren. Unmittelbar folgt 
aus derselben, dass der adjungirte Ausdruck von A\u) gleich A(u) ist 
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§. 10. Der Beciprocitätssatz. 
Setzt man in der Gleichung 

(21.) vA{n)--uA\v) = ^-^^^^ 

B{u) an Stelle von u, so erhält man 

i>AB{u)-Biu)A'(v) = S-^M^^±. 

Setzt man ferner in der Gleichung 

f>Biu)-uB'{v) = ^ ^^j^f 
Ä(t)) an Stelle von e, so erhält man 

A'{i>)B{u)-uB'A'iv) = :^l?L^iil»iI. 

Durch Addition beider Gleichungen findet man 

f,AB^u)-uB'A'iv) = 2d[MB(u),c) + B.iu,A'm . 

Folglich ist ffA der adjungirte Ausdruck von AB. 

I. Ist ein Differentialausdruch aus mehreren zusammengesetzt , so ist der 
adjungirte Ausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Reihenfolge zu- 
sammengesetzt 

Der adjungirte Ausdruck von ^^^^ ist daher ~^'(-^-^), woraus 

ersichtlich ist, dass in demselben der Coefficient von u verschwindet. 

In der Gleichung (21.) denke man sich ftlr u eine bestimmte Function 
gesetzt, und nehme auf beiden Seiten den adjungirten Ausdruck. Bezeichnet 
man mit -4^ (ii, t?) den adjungirten Ausdruck you A^{u,e\ wenn darin r als 
unbestimmte Function betrachtet wird, so erhält man 

(22.) f>A{u)^A(uf^) = -2:Ay{u, -§-^). 

Aus dieser Gleichung lassen sich ähnliche Folgerungen ziehen, wie 
aus (5.). Hier wollen wir sie nur dazu benutzen, die allgemeinste Form 
der bilinearen Ausdrücke Ay {u, v) zu ermitteln. Ordnet man den bilinearen 
Differentialausdruck -4(f«?) — r-4(fi), der flir c = l verschwindet, nach den 
Ableitungen von v, so möge sich ergeben 

A (w) - f>A (w) = 2:Py{u)-p- + 2; Py, (fi) ^-^^ + 2; Py,ß (gl) . f\ +•.., 

^ ^ ^ ^ y ^ ^ OXy y,a ^^ ^ OXyÖXa v,a,ß ^°*^^ ^ OXyÖXaOXß ' 
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WO die Coefficienten lineare Differentialausdrücke von u sind. Und zwar 
bedeute Py^+P^^, wenn v und a verschieden sind, den auf irgend eine 

Weise in zwei Summanden zerlegten Coefficienten von ^ ^ , Payp+Pya^+Pyya 

den beliebig in drei Theile zerlegten Coefficienten von -^-te — ? ß. s. w. 

Auch braucht man die obige Entwicklung nicht mit den Gliedern der 
höchsten Ordnung, die wirklich vorkommen, zu schliessen, sondern kann 
noch beliebig viele Glieder höherer Ordnung hinzufügen, in denen die ver- 
schiedenen Coefficienten der nämlichen Ableitung Null zur Summe haben. 
Dann wird die Gleichung (22.) identisch erfüllt, wenn man 

(28.) ^,(.,.) = i'.C.).-f^ö^ä:5i-+5^Mi_... 

setzt. Nimmt man aber in (22.) auf beiden Seiten die adjungirten Aus- 
drücke in Bezug auf v, so erhält man wieder die Gleichung (21.). Da ferner 
jeder beliebige bilineare Differentialausdruck in der Form (23.) geschrieben 
werden kann, so braucht man nur den angegebenen Weg rückwärts zu durch- 
laufen, um sich zu überzeugen, dass (23.) die allgemeinste Form der n 
bilinearen DifferentialausdrUcke ist, die in die Gleichung (21.) eingehen. 

§.11. Princip des letzten Multiplicators. 

Ich wende mich jetzt zur Beantwortung der Frage, wie sich die 
Beziehungen zwischen adjungirten Differentialausdrücken gestalten, wenn 
an Stelle der unabhängigen Veränderlichen neue eingeführt werden. Zu 
dem Zwecke brauche ich die Jacobteche Formel, welche dem Princip des 
letzten Multiplicators zu Grunde liegt. Ich will daher in einer kurzen 
Digression eine neue Herleitung jener Formel mittheilen. 

Wenn der (totale) lineare Differentialausdruck 

axdxi + '" + a„dx„ = 2adx, 

dessen Coefficienten Functionen von a?, , ... x„ sind, durch Einführung von 
n neuen unabhängigen Variabein in SSadx übergeht, so verwandelt sich 
gleichzeitig der bilineare Differentialausdruck 

in 2\^-^-^---^4-)dx^dxßy und heisst daher die bilineare Coeariante des 
linearen Differentialausdrucks (dieses Journal, Bd. 70, S. 73 ; Bd. 82, S. 235). 
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Die Differentiale der ursprünglichen Variabein sind mit denen der neuen 



durch die linearen Gleichungen 



dx„ = 2 



dx. 



dxß (a = 1, 2, ... n) 



= D 



7 dxß ^-^f" 

verbunden, deren Determinante 

dXa 

"^ ; 
OXß 

sei. Durch jene Substitution mögen (Vgl. Bd. 82, S. 279) die «—2 unab- 
hängigen Differentialausdrücke 

V^^i+* + V^^« ^^ Vrf-'c; + --- + a^„rfa;l (/i = 1, 2, . .. w-2) 

übergehen. Seien ti und r zwei unbestimmte Functionen von a:, , ... x^ 
und sei 

du du 



w = 



dv 



... 



dx. 



a 



11 



... 



... 



... 



dXn 

dt 
dXn 



a 



tn 



On-2.l 



• ö|i-2,» 



du dv 

^^'d^'d^ 



Da A„ß = — Aßa und Aaa = ist, so ist W ein altemirender bilinearer par- 
tieller Differentialausdruck. Bezeichnet W die aus den transformirten 
Functionen «i, «? und aus den Coefficienten der transformirten Formen analog 
gebildete Determinante, so ist 

W = WD. 

Daher ist W eine Contratariante der («—2) betrachteten Differentialaus- 
drücke {Christoffely dieses Journal Bd. 70, S. 64). Ist aber (a.) eine Co- 
variante und W eine Contravariante eines Formensystems, so ist {Aronhold, 
dieses Journal Bd. 62 S. 339) 



■ m 



'^i^M'k-^')- 






eine Invariante desselben; und wenn J' aus den Coefficienten der trans- 
formirten Formen ebenso zusammengesetzt ist, wie J aus denen der ge- 
gebenen, so ist 

J' = JD. 

27* 
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Betrachten wir jetzt ein System von »— 1 unabhängigen Diflferential- 
ausdrücken 

Dieselben haben eine lineare Contravariante 

du du 



U^ 






• • • 



• • • 



it— 1,1 



dXn 
«n-l.. 



du 



welche der ihnen cutjungirte partielle Differentialausdruck genannt wird 
(dieses Journal Bd. 82, S. 268). Mit der analogen Contravariante des trans- 
fonnirten Systems ist sie durch die Gleichung 

verknüpft. Ferner sind nach (JS.) die »— 1 Ausdrücke 

J=j;^^ (^ = 1, 2, ... n-l) 
Invarianten des Formensystems (y.), und folglich ist auch ihre Summe 



J^2J,= 



dAa da^iß ^ dÄa 



t* 



a /j,ß dOfjiß dXa 



= -S 



a 



dx. 



eine Invariante desselben, welche mit der nämlichen Invariante des trans- 
formirten Systems durch die Gleichung 

(6.) J' = JD 

verbunden ist. Ist nun aber vermöge der angewendeten Substitution 



TT A ^^ \ X A ^^ A' ^^ \ \ A' ^'* 



so ist nach (cJ.) 



dx. 



''dXn 'dx\ ' ' "ÖX;- 



IT = (^;z,)|^+...+(^;z))^ 



und daher 






also nach {t.) 



(24.) 



dxi 
dx'n dxr 



{Jacobiy dieses Journal Bd. 27, S. 243. Die obige Herleitung ist eine Ver- 
allgemeinerung der Methode, durch welche Jacobi, 1. c. S. 203, einen 
speciellen Fall des obigen Satzes begründet hat) 
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Sind -4,, - • . A^ lineare Differentialausdrücke einer unbestimmten 
Function, oder mehrfach lineare Differentialausdrücke mehrerer unbestimmten 
Functionen, so sind auch 

Aa = -2^^^, (« = 1, 2, . . . ») 

lineare Differentialausdrücke. 

Es mögen nun die in die Gleichung (21.) eingehenden Differential- 
ausdrücke -/4(w), A\u)^ Ay{u,f)) durch Einführung der neuen Variabein in 
P(w), Q{u) und Ry{u^t>) übergehen. Dann ist 

wo Ry {Uy f>) bilineare Differentialausdrücke sind, und die Substitutions- 
determinante D eine bestimmte Function von a?l , ... x], ist Multiplicirt 

man mit D und ersetzt f> durch -g-, so erhält man 

Folglich ist Q{^-^,D der adjungirte Ausdruck von P{u). " 
Zürich, im Februar 1877. 
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A memoir on the double ^-functions, 

(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 



1 resume my investigations ou these fanctions; see my ti^'^o papers, 
tliis Journal t. 83 (1877) pp. 210 — 233. But it is proper in the first in- 
stance to develope in a corresponding manner, the theories of the circular 
(or exponential) functions, and of the Single d^-fanctions. 

Part I. Preliminary investigations. 
Starting from the diflferential relation 

OU = . =r- 

ya — x.b — X 

between the variables «i, x, I write for shortness the Single letters A^ ß, 
i2 (instead of^functional forms A{u)^ ^(w), <^{fi)) to denote fimctions of i/, 
and I assume as definitions the equations 

A = Sl^a—x, 
B = 121^6^ 

and another equation to be presently mentioned: these two equations imply 
between A^ ß, i2 the algebraical relation 

Differentiating vre obtain 



that is 



8A = 8£l.]'a—x ]'a -x,b—x du. 

2ya-x ' 



6A = -TycSI—^Bdu, 



and similarly 



vrhence 



6B = -jydSl—^Adu^ 



AcB-BvA = -l(A'-B')eu. 
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Proceeding to a second differentiation we find 

and thence 

A6'A-{8Af = -^\n8'S2-idn)'\ + iiA'--B'){cu)\ 

B8'B--{8Bf = -l^\n8''n^[8n)'\ + \{B'-'A'){8uf. 
To simplify these we assume (as the third equation above referred to) 

n8'n-{8ny = o, 

and the last mentioned two equations then become 

A8'A-{8Ay = i{A''-B')(8u)\ 
B8'B-{8By = i{B'-A''){8u)\ 

which several equations contain the theory of the functions A, B, Si: we 
have as their general Integrals: 

where ^, >t, v are arbitrary constants; forming the quotients A:S2^ B:S2, 
and introducing the notations cosh , sinh , of the hyperbolic sine and cosine, 
also writing for simplicity f = 0, the equations give 

ya—x= I^a — ftcosh ^fi. 



]^b — x = — l^a — fesinh^ti, 
which express the integral of the diiferential relation 

dx 



du = 



ya — x.b'—x 



Instead of considering in like manner the radical ^/a — x.b—x.c—x, I pass 

at onee to the radical ia-^x.b—x.c—x.d—x; and starting from the diife- 
rential relation 



du = 



)'a — x,b — x,c — x,d — x 

and using the Single letters A, B^ C, D, £2 to denote functions of «, I 
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asäiime as definitions 



A = S2^a—Xy 

B = n\^b^^, 



C = i2Vc-a:, 



D = n]^d-x, 

and auotber equation to be presently mentioned. A^ B, C, D are called 
i^-functions, and £i is called the co-function. 

But before proceeding further I introduce some locutions which will 
be useful. In reference to a given set of Squares or products I use the ex- 
pression a sum of Squares to denote the sum of all or any of the Squares 
each multiplied by an arbitrary coefficient; and in like manner a sum of 
products to denote the sum of all or any of the products each multiplied 
by an arbitrary coefficient: in particular the set may consist of a Single 
Square or product only, and the sum of Squares or products will then denote 
the Single term multiplied by an arbitrary coefficient. In the present case 
we have the quantities Va—x, Vb—x, ^c—x, id — x, and the Squares are 
a—Xy b—Xy etc. which belong all to the same set; but the products 
(meaning thereby products of two quantities) ia--x.b—Xy etc. are considered 
as being each of them a set by itself. A sum of Squares is thus a linear 
function X + jjx, and conversely any such function is a sum of Squares; 
a sum of products means a Single term v Ya — x.b — x (or r ^a—x.c—x, etc. 
as the case may be), and conversely any such function is a sum of products : 
the coefficients i, u, v may depend upon or cont^in i2, and in differential 
expressions {jdu being therein considered constant) the coefficients ^, ,i«, v 
may contain the factor bu or {Jduf — and if conveuient we may of course 
express such factor by writing the coefficients in the form Äö«, or i(5«i)^, 
etc. as the case may be. 

We may now explain very simply the form, as well of the algebraical 
relations, as of the differential relations of the first and second Orders 
respectively, which connect the functions -4, ß, C, D. 

The functions Al ^ JB', C^, D' are each of them a sum of Squares, 
and hence there exists a linear relation between any three of these Squares. 
But the products AB, AC, etc. are each of them a sum of products (meaning 
thereby a Single term, as ali-eady explained); and hence there is not any 
linear relation between these products. 
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Considering the first derived functions dA, 8B, etc., these each con- 
tain a term in dS2, which however disappears (as is obvious) from the 
combinations AdB —B dA, etc. and, without in any wise fixing the value of 
£2, we in fact find that each of these expressions is a sum of products; 

the form is, as will appear, AdB—BBA^ a£l^ic—x.d—x, =rCD, etc.*). 

Passing to the second derived functions and forming the combinations 
Ad^A- {dAf^ etc., each of these will contain a multiple of i25'i2 — (5/2)^, 
but if we assume this expression i2o*i2— (6^12)^, =£2^M, where Jf is =(cii)^ 
into a properly determined function of x, then it is found that each of the 
expressions in question Aö^A'-^dAf^ etc. becomes equal to a sum of Squares, 
or linear function i2'(^+^a?), viz. it is equal to a sum of Squares formed 
with the Squares A\ B\ C, D\ 

The foregoing equation 

where M has its proper value, is the other equation above referred to, which 

with the equations ^ = i2|^a— a:, etc. serves for the definition of the functions 
A, B, C, D, Si; it may be mentioned at once that the proper value is 

M= i{duy\-2x'' + x{a + b+c+d) + sc\ 

where x is a constant, symmetrica! as regards a, b^ c, rf, which may be 
taken = 0, but which is better put 

= a^ + b'^+c^ + tP — ab—ac—ad—bc—bd—cd. 

For the proof of the formula, I introduce and shall in general employ 
the abbreviations (a, b, c, d) to denote the diflferences a—x, 6— a?, c—x, d—x: 

the diflferential relation between x, u thus becomes öa? = öwl^abcd. I use 
also the abbreviations i2ß'i2 — (öi2)^ = Vi2, etc. 
We have 

AdB-BdA = i2^(}^aölb-]höl^a), 
the terms in dS2 disappearing: viz. observing that 5a = öb = — 5a:, this is 



*) It is hardly necessary to remark that a, v contain each of them the factor 
du; and the like in oüier cases. 
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or observing that a— b = fl— 6, and writing for dx its value = Vabcd du, 
this is 

which is the equation expressing AdB—BdA as a sum of producta: it is 
further obvious that the value is 

Proceeding next to find the value of VA, =^Ad^A-{8A)\ =A'd^\ogA, it 
is to be remarked that we have in general 

APQ = P'AQ + Q'AP, 

and therefore also AjP = 2/^ AP, and consequently A|^P= ■— AP. Hence 
starting from -4 = »Q}/a, we have 

AA = aAß+ß'i-Aa 

where Aa = — aö^o:— (ßa:)^ I assume that we have AS2 = S£^M, =iS£^S{8ufj 
where jS denotes^ a function of x which is to be determined: the equation 
thus becomes 

AA = iS2'\fiS{duy-2d'x''2{8xy\^, 

we have {Bxf = abcd (5«)^ and thence, differentiating and omitting on each 
side the factor dx, we obtain 

25^0? = — (abc + abd+acd+bcd\ 

and the equation becomes 

AA = i/2XS+bc+bd+cd)-bcd|(c)fi)' 

which is to be simplified by assuming a proper value for S; in order that 
the same simplification may apply to the formulae for AB, etc. it is necessary 
that S be symmetrical in regard to a, b, c, d. 

Writing for the moment b', c', (t to denote b—a, c—a, d—a re- 
spectively, we have V, c', d' = b — a, c — a, d — a, and thence 

6Vd' = bcd-a(bc+bd + cd) + aHb + c+d)-a^ 

and consequently 

a(bc + bd4-cd)-bcd = -fcVrf'+a^b + c + d-a): 

hence in the expressiou of AA the factor which multiplies \n^{duf is 
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atS+a(b + c + d-a)|-6Vrf', 

viz. the expression added to S is 

(fl— a:)(64-c+rf— ö— 2ir), 

= a{b + c + d—a)'-x{a+b + c+d)+2x^. 

Hence assnming 

S = -2x^+x{a+b + C'\-d)+'A 

X a constant symmetrica! in regard io a, b, c, d, and which may be at 
once taken to be =a'+Ä^+c^+rf'— »6— ac— *arf— 6c— 6rf— crf; then writing 
also X = b'^ + c^+d^'-bc—bd—cd, fi = '-b^c'd', = a—b.a'-c^a—d, the ex- 
pression a|S+a(b+c+d— a)j — b'c'd^ becomes = a i + /^; and the sought for 
eqnation thus is 

AA, = Ad^A - {8A)\ = i i2\ (ai + ^tt) {du)' 
the eqnation in £2 being of conrse 

and the theory in regard to the second derivatives is thns completed. 

To adapt the formnlae to elliptic integrals, and ordinary H and 

fdnctions, the radical mnst be bronght to the form yx.l—x.l—k'x. 
Writing for this pnrpose 

a, 6, c, d^^k'I\ 0, 1, -i-, (/=oo), 



k' 



2ti 



substituting also -j- for u, and ikl.A, %B (f=:)^— 1 as nsnal) iox Ay B 
respectively, we find ia—x.b—x.c—x.d—x^Iix.l—x.l'-k'xy and then 

2a« = , ^' , , 

ix.\-xA-k*x ' 

and 

i2 is in this case = A, & ^-fanction : and in the eqnation for Vi2^ writing 
A in place of Si, the eqnation becomes 

Ad'A-idAf = iA'\-2x' + xi-lc'P)+x\-^^i^, 

viz. replacing -^ by a new constant, = i. snppose and finally pntting / = oo, 

this is 

A8''A-{dAy = A\l-li'x){8u)\ 

28* 



* 
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The differential eqaation is satisfied by a: = 8tfii, giving 1— a; = cn'w, 
1 — /:^jj==dn^tt,- and the equation for A then is 

or say 

\lu}—lt^fdufdu%n'»u 



A = Le • • -, 



viz. by properly assuniing the constants L, l, we shall have A = Jacobi\ 

B C kD 

fnnction 0u: and then »nfi = -j, cnfi = -j, dnfi = --j-, which will give 
the ordinary expressions of sn, cn, dn in terms of H, 0. 

Part II. The double ^-functions. 
Passing now to the double ö'-fanctions, and writing for a moment 

V-Y = Va — x.b—x.c—x.d—x.e—.x.f—x, 



]/Y = ia — y.b-y.c-y.d-y.e—y.f—y, 
the differential equations which connect Uy v with Xy y are 



rN XOX , 



xdx ydy ^ 

VX "^ VY 

there are here sixteen d-functions A, B, C, Z), E, F, AB, AC, AD, AE, 
BC, BD, BE, CD, CE, DE, and an associated co-function S2, where for 
shoitness I use the Single and double letters A, B, ... AB, ... 12, instead 
of functional expressions A{u,f))^ B(u,v)^ ... AB(u,e), ... S2{u,f>)^ to 
denote fonctions of the two letters {u, e). Writing also (a, b, c, d, e, f ) for 
the differences a— a?, b—x, etc. and (a,,bi, Ci,di,ei,fi) for the differences 

ö— y> 6— y, etc. (whence }^X= }^abcdef and ]^= l^aibiCidieifO and ö for 
the difference x — y we have sixteen a?y-functions which are represented by 

^a, ]fb, ]/c, ^d, ie, if, iäb, fäc, lad, iäe, ibc, ibd, fbe, ^cd, ^ce, ^de 
the values of which are. 

• 

^a = Vaai, (six equations), 
]'ab = -^ jl''abfcid,ei-]\bificde|, (ten equations), 
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and the definitions of the sixteen ^-fimctions and the co-fnnction are 

A = S2^a, (six equations), 

AB =^ £2]^, (ten equations), 

and one other eqaation to be afterwards mentioned. 

I call to mind that in a binary Symbol such as Vab, it is always f 
that accompanies the two expressed letters a, b : the duad ab is in fact an 
abbreyiated expression for the double triad abf.cde: and I remark also that 
I have for greater simplicity omitted certain constant factors which in my 
second paper above referred to were introduced as multipliers of the fore- 

going functions ]/«, . . . }fäby ... I remark also that to avoid confusion the 

Square of any one of these functions j/a or iab is always written (not a or 

ab, but) (|/o)' or (1^^)'. 

I use 5 as a symbol of total differentiation 

moreover I consider du and df> as constants, and use Single letters Ä, i, etc. to 
denote linear functions adu+ßde, or quadric functions a{duf+2ßdudf>+j^{8vy 
(as the case may be) of these differentials ; thus in speaking of A8B—BdA 
as a sum of products, it is implied that the coefficients of the several pro- 
ducts are linear functions of du, dv; and so in speaking of Ad'^A'-{8A? 
as a sum of Squares, it is in like manner implied that the coefficients 
of the several Squares are quadric functions of du, de. 

An j?y - function is simplex, such as i^o, or complex such as Vab; 
the Square of the former is slüi = a^ — a(x+ y)+xy , which is of the form 
l+!ii{x + y)'\-vxy; the Square of the latter is 



= -^!abfcid,ei + aibif|Cde-2}/Xyi, 



where observe that the irrational part — -^^XY is the same for all these 

Squares: so that, taking any two such Squares, their difference is = -^t 

into a rational function of xy: this rational function in fact divides by ö\ 
the quotient being a rational and integral function of the foregoing form 
i-+!Lt{x+y) + yxy. Hence selecting any one of the complex functions, say 
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}fde, the Square of any other of the complex fiinctions iß eqaal to the Square 
of this plus a term Ä+.^(a?+ff) + yxy; and hence the Square of any function 
Simplex or complex is of the form i'+fJt'{x+y)'\-vxy-\'Q[fde?\ this being 
so, the Squares of the xy - funetions may be regarded as forming a Single 
set; every sum of Squares is a function of this form ^'\'fi[x-\'y)+vxy+Q{idef\ 
and conversely every function of this form is a sum of Squares. A sum 
of Squares thus depends upon four arbitrary coefficients i., ^, r, q; and we 
may in any infinity of ways select four out of the 16 Squares such that 
every sum of Squares can be represented as a sum of- these four Squares 
each multiplied by the proper coefficient; say as a sum of the selected 
four Squares: in particular each of the remaining Squares can be expressed 
as a sum of the selected four Squares. It appears by the first of my papers 
above referred to that there are Systems of four Squares connected together 
by a linear equation: we are not here concemed with such Systems; only 
of course the four selected Squares must not belong to such a System. 

We have the products of the a^-fanctions, where by product is meant 
a product of two funetions. The number of products is of course = 120, 
but distinguishing these according to the radicals which they respectively 
contain, they form 30 diflferent sets. Thus we have 

ihiäb =^ -|-|b]^afbiCidiex-byaifibcde|, 

|/c>^= — |c 



I- r ^1 

|/rf}^^=-^|d „ -d, 



?? 



?? 



17 



which four expressions form a set, and there are 15 such sets. The set 
written down may be called the set af, and the fifteen sets are of course 
ab, ac, etc. 

Again we have 

^a^b = Vabaibi, 

iac)'bc = ^ |(cfdiei + Cifide))^abaibi — (abi+aib^l'^cdefc^dieifil, 

y^VM = -^|(dfciei+d,f|Ce) „ - „ „ |, 

iaeUe = -^|(efd,e,4-eif|de) „ - „ „ |, 
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which fonr expressions form a set, and there are 15 such sets; the set 
written down may be called the set abaibi, and the fifteen sets are of 
coorse abaib^, acaiCi, etc. The 15 and 15 sets make in all 30 sets as 
mentioned above. 

The expression, a sum of products, means as already explained a 
snm of prodacts belonging to the same set; and there are thns 30 forms 
of a sum of products. The products of the same set are connected by 
two linear relations, so that selecting at pleasure any two of the products 
theother two products can be expressed each of them as a linear function 
of these; hence a sum of products contains only two arbitrary coefficients. 

Reverting no w to the equations A = S2 ^a, etc. we see at once the 
form of the algebraical equations which connect the 16 d^-functions. Every 
squared function A^^ ... (^J?)^ ... is a sum of Squares, whence selecting 
(as may be done in a great number of ways) four of these squared functions, 
each of the remaining 12 Squares is a mim of these four Squares each 
multiplied by the proper coefficient; or say it is a sum of the four 
selected Squares. And in like manner the 120 products of two of the 
16 functions form 30 sets, such that selecting at pleasure two*of the set, 
the remaining two of the set are each of them a linear function of these. 

Considerihg the first derived functions dA, dB, . . . dAB, . . . each 
of these contains a term in dS2; but dSi disappears (as is obvious) from 
the several combinations IdJ—Jdl (I write / and similarly J to denote 
indifferently a Single letter ^ or a double letter AB)\ and, without in any 
wise fixing the value of ß, we in fact find that each of these expressions 
is a sum of products. 

Passing to the second derived functions, and forming the combi- 
nations A 6'^A — (dAf^ etc. or to include the two cases of the Single and the 
double letter, say /5V— (ß/)', each of these will contain a multiple of 
i2ö'i2— (ßi2)'; but if we assume this expression 12 5^12 — (5/2)^, =£2'^M, 
where AT is a quadric function of du, 6v, the coefficients of (ötf)^ du8v, 
{af>y being properly determined functions of xy, then it is found that each 
of the expressions in question /ß^/— (ß/)^ becomes equal to a sum of 
Squares. 

It is to be observed that M is not altogether arbitrary: the equation 
as containing terms in {duf^ du de, and {dtif^ in fact represents three partial 
differential equations, which fbr an arbitrary value of M would be incon- 



224 Cayley, on the double &-functions. 

sistent with eachother: it is therefore necessary to verify that the value 
assigned to M \a sach as to render the three eqaations consistent with 
eachother, and this will accordingly be done. 
The foregoing equation 

where M has its proper value, (or say the three partial differential equatioiis 
into which this breaks up) constitutes the other equation above referred to, 
which with the original equations A = £2 ]/a, etc. serve to define the sixteen 
^-functions and S2. 

The remainder of the present memoir is occupied with the analytical 
investigation of the foregoing theorems. Although the mere algebraical 
work is very long, yet it appears to me interesting, arid I have thought it 
best to give it in detail. 

The analytical ttieory: Tarious sabheadings. 
The equations 



^ _ xdx ydy 



give 

ddx ^ ^ Ody ^ r. 

— — = (je —yoUy — -ppr = oe—xouy 

which determine dx, dy in terms of 5«, de. A different form is sometimes 
convenient; writing 6cs = 8f)—a6u, and recoUecting that a, aj denote a—x, 
a—y respectively, the equations become 

— ^ = ötD + aißii, — -^ = öa) + a5tt. 

Expression for dVct. 
*We have 

ö »/a = ö »^1 = -^^P=- (aSai + ai öa) = ~ ^^P=- (aSy + aißx^ 

= -^^\fiff(Jde-xdu)^^,iX{dv-ydu)\. 

or for i^AT, ^Y substituting their values l^abcdef, J^aibiCidiCifi, this is 

ö|/a = ^|VabiCjdieif|(ßf?— (TÖtt) — VaibcdefCßr— yöii)|, 
and by the mere interchange of letters we can of course find d^b, etc. 
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ExpresBion for d/a6. 
We have next to find 

d^ab = ö.^jl^abfcidiei — }^a,bif,cde|; 
here 

66= dx—dy, = -q- [)''ab cdef (5©— yß«) + Va, b, Ci d, e, f, {j8v — xBu)\ 
and conaequently di^ contains a term 

r>ß 

— ^^jl^abfCidiCi — Vajbificde! 
which is 

= ^j( — abfl^cdeCidiCi+cde }^abfaibifi)(ßc— yS«) 

+ (— CidiCi }^abfaib,fi +aibifi»^cdecidiei)(ör — ajött)| 
or what is the same thing 

= IjV^bfÄf.C <>de-c.d.e. g^_^ -cdey+c.d.e.x ^^^ 

+ V^diM:i:( -"'^^+"-^-^- ai>+ abfy-a.b.f.. ^^j 



now 



cde-c,d ^ = -(crf+c6+rfe) + (c+rf+e)(aj+y)-a?'-a?y-y% 

-cdey+c.d,e.x _ cdc-(c + rf+e)ajy + xy(aj+y); 

with the like formulae witb a, b, f instead of c, d, e. Henoe the foregoing, 
or say the first, part of d\ab is 

= J5-[yabfa,b,f,()-(crf+cc+rfe) + (c+rf+e)(x+y)-a;''-a;y-y'|a« 

+ 1 ede-{e-^d-\-e)xy+xy{x-\-y)\du) 
+ ]'cdecid,e,(| ab+af+bf -{a+b+f){x+y)+x'' + xy+y''\dv 

+ \-abf+ia+b+nxy-xy{x+y)\du)]. 

The other or second part of d Va6, using for shortness an accent to denote 
differentiation in regard to x or to y, according as it is applied to a function 
of x or of y, is readily foond to be 

= i [)/ab f a. b, f. ( I - (ede)'- (c,die.)'| de + 1 y(cde)'+a;(c.d,e,)'|6«) 
+ ycdec.die,(| (abf)'+ (aM)'|c)e + |-y(abf)'-x(a.b.fO'|e«)]. 
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Hence uniting the two terms so as to form the complete value of öVoÄ, 
we have first a term ^rabfaibifißr the coefficient of which is 

= — (crf+ ce+de) + {c+ d+ e) {x+y)-'X^ —xy — y^ 
-.i|(cdey+(c,d,eO'|; 
this second line is 

= crf+ce + rfe — (c + rf+6)(a:+y) + |(^' + |y^ 
or the coefficient is —Ix^ + xy—ly'^^ = — i ^^ ; the term is thus 

= il^faibifiör. 

Secondly a term in -ri^ Vcde Ci di Ci 5r which is in like manner fonnd to he 

= — lycdecidiCiSr. 
Thirdly a term ^VaJbfaJ^ßtt the coefficient of which is 

= crfe — (c + rf+ß)iry+a?'y + a^^ 

+ i|ff(cdey+a:(c,d»eO'|; 
this second line is 

= — (crf+ ce+ de) i- (aJ+ y) + (c+ rf+ e) 2xy - 1 x'j^ - 1 xy\ 

and the coefficient is thns 

= ^\2cde-{cd+ce + de){X'^y) + {c+d + e){x''+y')''a^ -y' 

-^{c + d+e){x -yy + x'-x'y-xy'+y'l, 
which is 

= i|cde+Cidie,-(c+rf+ß)ÖH(a:+y)d'|, 
or the term is 

= ^^bfa,bJ, p^^y^ -^-(c+rf+e) + a^+yjgti. 

And fonrthly a term in -grVcdecidiCic'w which is in like manner fonnd 
to be 

= --it^cdec,d,e, p''^y^^' -(a+6rn + x+yjati^ 
Hence combining these several terms we have finally 

dl/^b = il^abfaibifi[ dv + (^^^^^^^^^c--d^e + x+y)8u] 
and by the mere interchange of letters we can of course find d^ac, etc. 
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Expression for AdB—BdA. 
Starting now from the equations A = S2 ]/a, B = S2]/b we obtain 

ABB-BdÄ = ü}\}/adib-]fbdM 

1 o» 

= ^^(l^aaiiybaiCidiCif, (ör— (FÖtt)- l^acdef(cr — yött)| 

~fbb;|l^ab,c,d,e,f|( „ )«]/a,bcdef( „ )|), 
= ^|(ai-b0»^abcidieifi(ör-(r5fi) -(a-b)Vaibicd.ef(er-yett)|, 
or since a^-bi, =a— b, =a — 6 this is 

ABB-BdA = i^(a-6)|l^abc,die|fi(ör-xefi)^»^ä7biCdef(5r-y5tf)| 

which is a sum of products of the set ab: in faet the four prodncts of 
this set are 

]7)'ä6 = ^1 n^abc.d,e,fi- f,l\bicdef|, 

■ 

yfd}'^ = ^l-d „ +d, „ I, 

yeicd = -ß-l-e „ +ei „ |; 

choosing any two of these at pleasure, for instance the first and second; 
multiply by de — cdu, Be—fdu and add, we have 

(ör - cdu) ificÄ = y I (ßr - cdu) f l^ab cTdieJ^- {Bt - cBu) i, J^aJ^^cdef 

where the coefficients f{Bv — cBu) — c {Be — fBu\ and f, {Be — cß«) — c» (5r —fBu\ 
by snbstitating for f, c, fi, Ci their values become = {f—c)(Bfi>—xBu) and 
{.f''C){Bf> — yBu)\ and the expression is thus 

— -^^^j}^abc,dieif,(6f> — ajßw) — l^aibicdef(5r— y5w)j. 

Reverting to the original expression for ABB—BBA, it may be re- 
marked that if we write Be—aBu^ B(Ji>, Bv — bBu^ Bo, then 

(a— 6)(ßf> — xßtt) = aca— böcö, (a — 6)(cr — you) = aicJa- b,ßa), 

and the formula thns becomes 

ABB-BBA = ^|l/ä¥c7d;en\(aöa-boa))-]^^ 

29* 
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but I shall not in the sequel use this formula, or the notation 6v — bdu = da 
introduced for obtaining it 

Expression for AdAB — ABdA. 

Starting from the eqnations A = £2^a and AB = Q^ab, we have 

AdAB-ABdA = n^l^adfab-^^^dyal, 
where the term in j | is 

= y^,[i»'abfa,bif,| ^P + ( °'^%f''^'°' -c-d-e+x+y)du\ 

+ ^ycdec.dte,j-gt>-( '*'>^+f'^«^« a-b-f+x+yjdu]] 

— -Jr(yabfcid,e,— ya,bificde)[Vab,c,die,f,(5e— ajß«)— ya,bcdef(6«— yö«)]. 

• 

To reduce this I write dv—adu^ dvs, and therefore de — xdu= 8cs+B,du, 
dv—ydu = 8(B + sii6u; then for convenience multiplying by 20^, the term is 

= aatVbfbJil 0'dm + [(a-c-d-e+x+y)ff' + cde+c,äie,]du\ 
+ }^acdeaiCid|ei|-d'5a)+[ (6 + /^-a?-y)ö'-abf-a,b,fJ5fi| 

— (^abfcidiei— »^aibificde)j}^abiCidieifi(ßcö + a5w)— »^aibcdef(5a)+a|5fi)|. 
The last line hereof is 



l^bfbifit— acidiei(ßa) + a5w)— aicde(ßö)+aiß«)| 
+l^acdeaiCid|e, | b,f,(ßa)+a5tt)+ bf(c'a) + aißw)|. 



Hence we have first a term in l^acdeaiCidiOi the coefficient of which is 
==^ef'8(B•]-[{b+f^x^-'y)ef'-fih{-Si^)^Q8u-\-hMea> + 
viz. this is 

= 5cö(-Ö' + b|f| + bf) + 5ii[-(a-a,)(bf-b,f|) + f6 + /^-rr-y)Ö^, 
where (b-b,)(f-fi) = Ö^ that is bf+bifi-ö' = bfj+b.f, also 

(a-aO(bf-b,fO = {b+f-x^y)d\ 
or the coefficient is = (bfi+bif)ßö); viz. the term in question is 



= V'acdeaiCidiei(bfi + bif)ßa). 

We have then secondly a term in Vb f bi f i the coefficient of which is 

= aai \0^dGi + l{a—C'-d—e+x+y)6'^ + cäe+CiAiGi]du\ 
— ac,diei(5ö)+a2ii)— aiCde(c)a) + ai5w), 
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viz. this is 

= (asiö^— acidiCi — aicde)5cö 

+ [aai(a— c— rf— e+a: + y)Ö'+(aicde— acid,e,)(a— ai)]ßfi. 
We have a— ai = — ö, also aicde— acid,ei 

=d\cde—a{cd+ce+de)+{c+d+e)[a{x+y)-xy]'-a{x^+xy+y^) + xy(x+y)\^ 

where ihe coefficient of d is 

= — (a-c)(a-rf)(fl— e)-(c+rf+e)[fl'-a((r+y)+j^] + (a+x+y) [a'-a{x+y)+xy']^ 
viz. it is 

= — (a — c)(a — rf)(a— e)+aa,(a— c— d— e+a:+y). 

Hence the coefficient in question is 

= (aaiÖ'— aci d|ei — a,cde)5eö + (a—c)(a—d)(a— 6) Ö' Ott, 

and the second term is = »^bfbifi into this coefficient 

Hence, observing that the whole has to be mnltiplied by -^»Q^ 
we find 

AdAB-ABBA = il2'||^acdeaiC,d|e,(bfi+b|f)öeö 

+}^bfbJi[(aaiÖ'~acidiei-aicde)öeö + (a-c)(a-rf)(fl-e)d'öii]|, 

where I retain des in place of its value, = 5f> — adu. 

This is a snm of prodacts of the set bfbifj: we in fact have 

facfde = -^|(bfi+bif)VacdeaiCidie,— (acd,e,+aiCide)y'bfbifi(, 

f^Yce = „I „ „ -(adc.Ci + aidice) „ |, 

Väefcd= „I „ „ -(aeCidi + aiCicd) „ |, 

and selecting any two of these, for instance the first and the foarth, the 

coefficient of -zr*ß^ is at once seen to be of the form dGiiacide-\-KYb^f; 
and for the determination of K we have 

(— acdiC,— aiCide)ßcö+Ä'Ö' = (aaiÖ'— acjdie, — aicde) c)a)+(a— c)(a— rf)(a— e)Ö^5tt, 
viz. this gives 

Kß" = jaaiö'+(c-cO(ad,ei-a,de)|öa) + (a-c)(a-rf;(a-e)d'5ii. 
We then have 

(c— c,)(adjei — aide) = d^|~aai + (a — rf)(a— e)|, 
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whence observing that a — f, =ai— fj, =a—f and therefore 



^aUe+yffbc = --^|l^bca|d|eJi-»^b,c,adef|, 

it is clear that the term in question is at once expressible as a sum formed 

with the producta ^afde and ifibc. 

Itis to be remarked that there are 15 expressions such as AdB—BdA, 
and 45 expressions such as ACdAB — ABdAC; and that each of these 
(15+45=) 60 expressions is a sum of producta of a set such as ab: and 
that there are also 60 expressions of the form AdAB—ABdA, and that 
each of these is a sum of producta of a set such as ab a^bi. 

Expression of Sid'Si - (dSi)\ = i MSi\ 
We assume /2ö^i2— (5/2)^ = iifi2% where if is a quadric function 
of du, 6e; suppose 

M = ^{duy+2p8u8f> + €(8f>)\ 

It is to be noticed that the ^, p, C are not all of them arbitrary functions 

of (x,y) or (tf, r); we in fact have |^ilf=~^ — ^^, ^ =d^log£2; and 

hence ^, p, C satisfy the conditions 

d^^d» dp ^d€ 
dv du '* du """ du 

Taking ^, |l, <£ as functions of x, y, these become 

Putting for the moment 

i=ia+6+c, e = rf+e+/; pz=X+Q^ 

fi=iab+ac-\-bc, o = de+df+ef, q=zfi + o, 
v = abc, T=^def, r = y+T, 

I found it convenient to assume 

€ = -2ix'+xy + y')+p(x + y) 

where observe that j9^ ==a+b+c+d+e + f h symmetrical in regard to the 
constants a, b, c, d, e, f. And then, C having this value, there exists (as 
is Seen at once) a value of p, =2 {x^y + xy'^) —pxy, for which 
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dp , d€ „ dp , d€ „ 

-^+y-d^=^^ ^+^^=^ 

and which thus satisfies the second of the above-mentioned conditions. 
Assuming now 

where has to be determined so as that the first of the same conditions 
may be also satisfied, then substituting this valne of ^, we have 

that is 

(^a,b,c,-d,e,f, + -^))^ = (-abc-def+^yr, 

viz., in the terms inlependent of writing for ]^X, -^Y their values, this is 



(abc + def ) ya,biCidie,fi - (aibiC, + d,e|fi) l^abcdef + -^ ^X-- ^iY = 0, 
or what is the same thing 

- (Vabcaib,ei - |^defd,e,fi) (}^defa,b,Ci-- »^die^äbc) + -^ iX- ^ \^Y = 0. 

But treating as a fanction of ii, r, we have 

dQ__de^dx_ de_dy_ 1 / d® ^ y dB ,y\ 

dv " dx de ^ dy do ' '^ \ dx ^ dy ^ )' 

also l^de = ^(l^defaibiC|— l'dieifjabc); and we thus reduce the equation to 



-r- . de 



-(/abcaibiC,-KlOTeJi)/de-f-^ = 0. 

But, referring to the expression for d^ab, we have by a mere interchange 
of letters 

)/de = — i(/abcaibiCi~>^defdie,fi), 



de 
and the formula thus becpmes 

dv dv 

consequently 

= ^{\/di)\ =--^(abcd,e,fi + a,biCidef-2>/XF), 
and the value of ^ thus is 
a = -^|-abcd,e,f,— a,b,c,def+Ö'(-2x'y'+9a;y-r(a;+y)— ,«a)j + -^KJfy, 

% 
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or as thiö may be written 

Here 

abc— aib,Ci = (v— /^oj+ia?^— a?^) — (v— /^y + ily^— y'), 

= e['-^l+X{x+y)--{x' + xy+y'')], 
and similarly 

the expresßion of ^ contains therefore the terms 

viz. for r, ^ sabstitating their values v+t, /a+p these are 

The coefficientß ^Q+al+v-{-r^ u-{^a-\-XQ^ i + p are in fact symmetrica! 
fanctions of a, 6, c, rf, e, /", viz. writing 

Xy = a — x,b — x.c — x.d — x.e — x.f^-x^ 

that is 

x = abcdefy b== JSabcde, c=: JSabcd, D=:JEabc, E=^2ab, v = JSa, 

(^^a + b + c+d+e+f, which has in fact previously been called p), we have 

jLiQ + ol + y + r = D^ ^ + a+Äp = E, A + p = F, 

and the terms are 

= -{x-hy)\T>-E{x + y) + F{x' + xy + y')} + x'+2x'y+x'y' + 2xy' + y* 
viz. we have 

-ix + y){D-E(x + y)+F{x' + xy+y'}} + ix*+2x'y + x'y^ + 2xy^ + y*) 

and to this I join the foregoing values of p, C; viz. writing f in place 
of p, these are 

C = F{x+y)'-2{x^ + xy + y'^} 

where it will be noticed that the values of ^, p, tt are all of them sym- 
metrica! in regard to the constants a, b, c, d, e, f. 
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I recall the original form of ^, viz. this was 

= —{ab+ac + bc){de+df+ef) — [abc + def){x+tf) • 
-\-{ab + ac-\-bc + de + df+ef)xy-2x''y^-i^)\ 

= X, - (Vd'ef 

m 

Buppose; and that ^, |(, d denotihg as above, we have 

For the subseqnent calcalation of Ad^A—{8Ay^ it is convenient to trans- 
form this expression by introducing therein BoD in place of 8v, and a, a^ 
in place of x, y. We have 

snppose, where 

Writing x = a— a, y = a— ai we find 

« = -6a*+2aF + (6a-F)(a + aO-2(a'+-aa,+aJ), 

^ = 4a»-a'F4-(-6a'+aF)(a+a,) + 2a(a'-l-aJ) + (a<i-F)aa,-2(a'a,+ aa?), 

^„= -{ab-\-ac-k-bc){de-\-df+ef) 

— {abc + dep{2a-&—a,i) 

+ {ab+ac+bc+de+df+ef)[a'-~a{&+sti)+SL&i] 

-2[o'-a(a+a,)+aa,]', 

the developed value of which is 

= -2a*+a'{b+c) + a''(-bc+de+df+ef} 

+ a{-2def-{b + c){de-\-df+ef;\-bcide+df+ef) 

+J4a'-a'.(6+c)-a(de+rf/'+e/')+rfc/'}(a+a,) 

-2a'ia?+a.\)+\-8a'+a{b-\-c) + bc+de+df+ef\&&t 
+4a(a'a,+aaJ) 

— uH> ai j 
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and thence without difficolty 

C = -6a' + 2aF + (6a-F)(a+a,)-2(a'+aai+a?\ 

p' = -8aHa'F + (6a-F)aa,-2(a*a, + aa]), 

^l^ = t^(^b+c)+a\-bc-\-de-{-df+ef)+a{-2def-{b+c)ide+df+ef))-bc{de+df+ep 
-\-{-a' + a'{d+e+f)-a(de + df+ef) + def)(&+Hi) 
+ {4a'+a{-b-c-2d-2e-2f) + bc+de+df+ef)fi&t 

which are the required values. 

Expression for Ad^A — (di4)': several subtaeadings. 
Writing for shortness -4öM — (5^f = V-^, and so in other cases: 
then in general \/PQ =^ P'vQ + Q^VP, and thence VF = 2FVP or 

V]/P= ^VP. Hence starting from A=^S2]/a, =i2j/aai, we have 

\/A, = Vi2|^, = aaiyi2 + -^(a'Va, + ajVa), 

aa. 

where Va = aS'a— (5a)', = — ac'a:— (c?a?)', Vai = — aö'y — (ÖJ^)^ 
Hence writing Vi2 = ^MS2^^ we have 

*^v^ = ^aai3/-i(aic)'ir + ac)'(r,)-|[^(9ir)'+^(ayf' 



i2 

But we have 



8x = —^(6f)-y6u), dy = -^ [df> - xdu) :, 



squaring the first of these and differentiating, we find 

2dxd''x = [( — jr^--Qi^8^+-ör8y\\C^^-y8^? -"^c^you-^ 

where as regards X the accent denotes diflferentiation as to x (and fdrther 
on, as regards Y, it denotes differentiation to y\ viz. this is 

= [( — w^ "ö'~) ^^ "^ ~d'~ ^y\ (^^^^y^'^y - ^^y ^'^ -0^^^'^^ y^^)' 

= ( — ^+-^)8x{cf>-'y6uY + -^{dv-'ydu-edn)(dv-y8u)dy, 
where the second term is -^{vv — xdu){cff>'-ydu)dyy which is 



— ^^ — {Vf> — xouy ex : 
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hence dividing by 2dx, the equation is 

and similarly 

and we may in these valaes in place of dv—ydu and 8f>—xdu write 
5cD4-a,5ii and 5a) + aöii respectively. 

Hence in -orV^ the irrational part is 

= ^^(a,-a)t(5a>)'--.aa,(öii)^i, =.i^|(aö))^-aa,(5iir|. 



But we have 

ö 
whence 

VXY 



{"^dey = ^|abcd,ej, + a,b,cidef--2yxy| 



^r- = ^(abcdieifi + aibiCideO-K^^rf^y? 
and the term thus is 

[^(abcd,eJi + a,biCidef)-i(j/rfe)']|(ßö)y--aai(5fiy|^ 

Joining hereto the rational part of -rp- V^ , and multiplying the whole by 
4, we have 

-jp-V^ = aai^+[a,(-^^ — -^) — ^ ^] (ßö> + a^ öw)' 

+ [^(abcd.e,f. + a.b.c,def)-(]^rfi)']|(öö>)'-aa,(e«)'I, 
where M has its foregoing value =\%-{}/def\{dttf-\-2Wdttdm+€{8iii)\ 

First Step of the redaction. 
Writing bcdef=l/, b, c, d, e, f, = l/„ then X=^aU, Y=&iUi, and 
consequently X'=— U+ a U', F ' = — f/, + a, f/^', (the accents in regard to U, 



Si 
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Ui denoting differentiations as to x, y respectively) : tben 

and similarly 

/ 2F Fn 2a F / 21/', ir,\ aü, 

I • 

The formnla thns becomes 
^V^ = aa.[lf+(^-^)(ö®+ax5»)'+(-^— ^)(öö>+aö«)' 

- [ Jr (a b c d, e, f, + a. b. Ci d e f) - {^def'] {Buf\ 

4- i^ (a b c d, e, f, + a, b, c, d e f ) - {Yd^f] ids>y, 

viz. substituting for M its valne, the term in O'^^f (d«)^ disappears, and the 
formnla is 

^S7A = fi&,[X{8tty+2Wdu8s}+€\ds>y+{^-^ydai + A,duf+ 

+(-^-J)(ö«)+ae»)'-^(abcd,eJi + a,b,Cidef)(ö«)'] 

+ 1 jr (ab c dl ei f, + ai b, c, d e f ) - O'rfe)*) (öö>)', 
say for shortness thia is 
^VA = aa»:? 

-■ |?(öa>+aie«)'--^(öeD+aett)'+j-,(abcd,e.f, + a,b,c.def) 

-(}/de)\8my. 

Second step of tbe redaction. 

In the rednetions vhich follow, we make as many terms as may be 
to contain the factor aai, so as to simplify as mnch as possible the portion 
not containing this factor. 
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We have dün + a, öii = (öö) + du) + a du, and consequently 

{dm+Ei,euy = {dm+eeuf+aP, 

where P = 25ii5a)+(a+2tf)(öii'): similarly öö)+aöii = (e0-tfaii) + aiöt«, 
and therefore 

where Pj = 2c)«5© + (ai — 2Ö)(öiif : the values may also be written 

P = 25tl5ö) + (2a|-a)(öll)^ and Pi = 25t«öö) + (2a-a,)(öii)'. 
The formala thus becomes 

-^{dG>+d duf - -^ (c)ö) - ö c)iif + -^ (abcd,eifi+aib,cidef)(5a)^ 

-^(/rf6)'(aeö)\ 
The second line here is 

+ -z?j-ail^— aüi+abcdiejfi+aibiCidef}(öa)f, 

and the coefficient herein of (ööj)^ is = -^ (a di Ci f, — ai d e f j (b c — bi cj. 

Writing for the moment d— a, e^-a^ f—a=^d\ e\ f we have 

1 1 

-^(adieifi — aidef) = - — -(a.cr+ai.c'+ai./^'+ai.— a,.rf'+a.c'+a.^'+a) 
u aj"^ a 

-^(bc-b,c,) = -(6'+c'+a + ä,). 

The whole tenn in (ßö))' is thns 

= l(6'+c'+a+a,)<re'/'+aa.(6'^-c'^-a+a,)(d'^-e'+^+a + a0|(e©)^ 

2 

The' coefficient of^dudSi is — -^(ail/^— aüi): viz. this is 

= -— — ja|.6'+a.c'+a.rf'+a.e'+a./^+a. — a.6'+a|.c'+ai.rf'+ai.e'+ai./*'+ai| 

and if 

6'+a.c'+a.rf'+a.6'+a./^'+a = B'+c'a+nV + KV + FV+a* 
that is, 

b' = 6'c'rf'e/, c' = Sb'c'de', d' = Sb'c'd', e' = Sb'c', f' = -S"*', 

= b'+c'+d:+e'+n 
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this is 

= 2 |b'— D'aai — E'aai(a + aj) — p'aai (a^ + aai + aj) — aai (a^ + a^ai + aa? + aj)| 
or say for shortness it is = -2(b'— aaj*) where 

* = D'+E(a + ai) + F'(a^+aai + aJ) + a' + a^ai + aai + ai; 

the term in question thus is — 2(b'— aai*)6ttöcö. 

The coefficient of {duf is — (ai 17+ a l/i), viz. this is 

— ai.6'+a.c'+a.rf'+a.e'+a./'+a. — a.6'+ai.c'+ai.rf'+ai.e'+ai./*'+ai 
which is = — (a+aOe'— aai^ where 

V = 2c'+D'(a'+aO + E'(a* + a5) + FV + aJ) + a* + at. 
The formula thus is 

^V^=aa4:s:--^P,--^Pi-(6'+c'+a+aO(£r+e'+/^'+a+a^ 

-(a+aOB'(ßiif-2B'attÖ0 + (6'+c'+a + aOrf'e/(5öJ)^-(|^rf^)^(^^^ 
The whole coefficient of aa, , substituting for -2", P, Pi , *, V their valnes, 
and arranging according to 5cö, du is 

= (aaj)'j(t'+-^— ^+(— ^— ^)-(6'+c'+a+a0(rf'+e'+r+a+a.)| 

+ d'+ e' (a + aO + f' (a* + aai + a?) + a' + a' a, + aa? + a?| 
+ (ß«rJ3l,;+aj(-|f-^)+a'(-^— ^) + (a-2a.)-^ 

- ^ (abc d, Ci fi + ai bi Cj def ) - 2c'- d' (a + a, j - e' (a' + a?) - f' (a* + a]) - a* - aj) , 
and we have to reduce separately the three coefficients of this formnla. 

Third Step of the Reduction. 
First for the coefficient of {Bönf] recollecting that Ö = a, — a, we have 

2-^^=^ = -2c'-2D'(a+a,)-2E'(a' + aa, + a?)-2F'(a'4-a*ai + aaJ + aJ) 

- 2 (a*+ a'a.+ a' aj + a a? + at), 
-iV'+U[) = 2c'+2D'(a+a,)+3E'(a*+a?) + 4F'(a'+at) + 5(a*+aJ) 

and adding these the right band side divides by (a, — a)', that is by ^; 
and the resulting yalue is 

= E'+2F'(a+a,) + 3a' + 4aa,^-3a^ 
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The term — (6'+c'+a + a,)(rf'+6'+/''+a + ai), attending to the values of e' 
and f', is 

= b'c'+ dV+ d'f+ e/- e'- F'(a + aO - a' - 2 a a^ - aj ; 
hence the whole coefficient of (dG>y is 

= C+ b'c'+ rf'c'+ d!f+ e'f'+ F'(a + a,) - 2 (aH a a^ + a?), 

or subßtituting for 6', c', rf', e\ f their values, this is 

= C'+4a'-a(6 + c+2d+2e+2/^) + 6c+rfc+rf/'+e/^+(F-6a)(a+a0 

-2(a'+aai + a?). 

Proeeeding next to reduce the coefficient of 26(D6u, observing as before 
that Ö = ai — a, we have 

2a,t^^2aP, ^ 2B'-2D'aai^2E'aai(a+a,)-2F'aax(a'+aai + al) 

— 2aai(aHa'ai + aai + ai), 
also 

-(a,l/'+t^)-(at/; + C^,) = 

-2B'+D'(-a'+4aai-aJ)+E'(~aH3aX+3aaJ-aJ)+F'(-a*+4a'ai+4aaJ-a!) 

— a*+5a*ai + 5aat — aj-, 

adding these two expressions, the right band side divides by (aj— a)^, that 
is by Ö\ and the resulting value is 

= — d'— E'(a+ai) — F'(a^+ai) — a^+a^a, + aaj — a^ 

To this is to be added 

+ 2D'+E'(a+aO + F'(a' + aai + aJ) + a' + a'ai + aaHa?, 

and we thns see that the whole coefficient of 2dudG> is 

= d'+ F'aai + 2(a'ai + aa^) 

or say it is 

= d'+(f — 6a)aai+2(a^ai + aai). 

Lastly for the coefficient of (duf; we have 

2a;r--2a'P, ^ 2B'(a+a,)+2c'aai-2EVa?~2FVaUa+aO-2a'aUa'+aai+aJ), 

and also 

-a?J7'+(a-2ai)l/-a't/i + (ai-2a)J7 = 
- B'(a + aO + c'(2a' - 4aai + 2al) + D'(a' + a?) + E'(a' - 2a' ai + 6a' aj - 2aaJ + a!) 
+ F'(a*-2a*ai + 4a'al + 4a'a? -2aat + aj) + (a''-^ 2a*ai + 5a*a? + oa'aj -2aa5 + a?), 
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wbence the snm of these two expressions is 

= B'(a + aO + c'(2a'-2aa, +2a\) + D'(a' + &]) + E'(a*-2a'a, + 4a'aJ-2aaJ+ aj) 
+ F'(a*-2a*a,+2a'aJ+2a'aJ- 2aaJ+ at) + a«-2a*a,+3aV-2a'aJ+3a*at-2aa?+ a?. 
We must to this add the terin — (abcd,eifi+a,biCidef), that is 

— a.6'+a.c'4-a.rf'+ai.e'+a,./^+a,.— a,.6'+a,.c'+a,.«f+a.e'+a./''+a. 

Pntting for the moment 

rf'+a.e'+a./"+a = t'4- o'a + (> V + a^ 
that is 

the term is 

- 6'c'T'(a + a.) - {b'+ c') T'(a' + &]) - A&' + aj) - (6'c'+ a') (a^ a, + aa?) 

- (6'+ c'+ q') (a' &] + a* a?) - 2 a' aj 
- 2 6'c'a'a a, - [(6'+ c') a'+ 6'c'p'] (a*a, + a a?) - 2 {b'+ c') p Va? 
and adding it to the preceding expression the snm is 

= (B'-6'cV)(a+a.)+|2c'-(6'+c')T'|(a'+a])+(D'-T')(a»+a?)+E'(a*+aJ) 

+|-2c'-26'c'ö'|aa,-|(6' + c')a'+6'cV|(a'a.+aal)-(2F/+6'c'+ff')(a'a,+aaJ) 

+ j4E'-2(6'+c')(>'!a'aJ 
+ F'(a* + at) + a« + a? 

— 2f' (a*ai + aat) — 2 (a'a, + aaf) 

+ (2f' - b'- c'- p') (a*al + a' &]) + 3 (a*al + a' aj) 

- 4a' a^ 

This is in fact divisible by (a,— a)*, that is by Ö': for we have between the 
Symbols the relations 

f' = 6'+c'+p', 

e' = b'c'+{b'+c')(f'+a', 

d' = b'c(t'+{b'+c')-o'+7', 

c' = b'c'.a'+{b'+c')T', 

b' = b'cV, 

and we thus rednce the expression to 

|2c'-(6'+c')T'|(a'-2aa, + a?) + (D'-T')(a*-a'a,-aaJ+a?) 

+ e' (a* - 3a' a, + 4a' &\ - 3aaJ + aJ) + {b'+ e') q' (a' a, - 2a* aJ + aaj) 

+F'(a«-2a*a,+a'a?+a'a?-2aat+a?) 

+ (a" - 2a* a, + 3a* a? - 4a' aJ + 3a' at- 2a a? + a?), 
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viz., eflfecting the division, the quotient is 

= 2c'-(6'+OT' + (D'-T')(a+ai) + E'(a'+al)+F'(a'+H|) + a*+2a'aI + at 

-(6V+a')aai. 
To this must be added 

-2c' -D'(a+ai) -E'(a' + aJ)-F'(a'+a?)-(a*+at) 

and we thus obtain the coefficient of [duf in the form 

^i-(6'+c>'-T'(a+aO-(*V+a')aai+2a'aI, 
viz. this is 

= 3i;,+ (6+c-2a)(a-d)(a-6)(a-n+(a-rf)(a-e)(a-n(a+aO 

+ |-(a-6)(a-c)-(a-d)(a-e)~(a-d)(a-/^j-(a--6)(a-/^)|aai+2a'al, 

or finally it is 

= ^;-2a*+a^(6+c+2d+2e+2/^)+a^H(6 + c)(d+6+/^j-2(rfe+rf/^+6nl 

J^a\{b-^c){de + df+ef) + 2der\-{b+c)def 

+ |~4ö'+a(6 + c+2rf+26+2/')-6c-rfe-d/^-e/^!aai 
+ 2a'a?. 

It is to be observed that the investigation thus far has been entirely in- 
dependent of the values of ^j,, p\ C: these values are in fact snch as to 
make the coefficients of (5a))', da) du, {duf each eqaal to a constant, and 
it was really by such a condition that the value of C(= tt') was deter- 
mined; but if we had thus also determined the values of ^« and p', it 
would not have been apparent that the values of ^o, p' and (€' thus deter- 
mined would be consistent with eachother: the foregoing investigation of 
these values was therefore prefixed. 

Completion of the reduction and final expression for V^l. 
But now substituting the values of ^o, p', tt', we find 

coeff. of {8(Bf = ab + ac+bc+de+df+ef, 
- 28u)du = -ä'ia-b-C'-d-e-f), 
(8uY = -2a*+2a^[b+c^d+e+f) 

- a\bc + bd + be + bf+cd + ce + cf+de+df+ef) 

- ( bcde + bcdf+ bcef+ bdef+ cdef) 

viz. these coefficients belong to the portion which contains the factor aai 

31* 
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« 

of the expression for -^VA: the other portionjas 

{b'+ c'+ a + a,) d^e'fidmf - {Uef (^Bmf 

-(a+a.)B'(ö«)' 
where 

a' = b'c'd!e'f', 6' = 6-a, etc. 

We have thas the complete resnlt, viz. this is 

-45- V^ = aa,[(a6+ac+6c+rfe+d/'+e/')(5ö))' 

-a\a~b-c-d-e-f)2dadu 

-2a*H-2an6+c+rf+c+/') 
-f {-a\be+bd-\-be-\- bf+cd+ ce+cf+de+ df+ ef) } (öu)*] 
— {bcde + bcdf+ bcef+ bdef+ cdef) 

-{-2a+b-\-c+aL+&t){a-d){a-e)ia-f)i8(3y-i^def{d(3y 

+ {a-b)(a-c){a-d){a-e){a-f)28udai 

+ (a+a,)(a-6)(a-c)(a-rf)(a-c)(a-/0.W 

which is obvloasly a snm of sqnares. 

As a partial verification, I remark that V^ should be symmetrica! 
in regard to the constants b, c, d, e, f; this is obvionsly the case as 
regards the terms in dudm and (du)^, and it mnst also be so in regard to 
the term in (jdsif. The whole coefficient of ißisif is 

= 2L9,i{ab-\-ac-\-bc-\-de-\-df-\-ef) 

-(-2a+6+c+a+a,)(a-rf)(o-c)(a-/')-(}^)* 

and if we interchange for instance b and d, the coefficient becomes 

= 9.9,i{ad-\-ac-\-cd-\^ be+bf+ef) 

-(-2o+rf+c+a+a,)(a-6)(a-e)(a-/')-a'6c)*; 

these two expressions mnst be eqnal; viz. we mnst have 

0'6e)'-(l'rfi)' = -aa,(i-rfj(a+c-e-/') + (a-c)(a-/'j(6-rf)(-a+c+a-fa,): 
the left band side is 



= -^(bd, — bid)(efa,c, — e,f,ac), 



and we have 
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hence throwing out the factor b — d the equation to be verified becomes 
-^(efaiC, — eifjac) = — aai(a+c — e— /*) + (a— c)(a— ^)(— a+c+a+aO 

writing 

e = e'+ a, etc., ö = ai — a, 

the left hand side is 

(a+ai)e7'+aa, {e'+f)+ c'e'f- c'aai, 

and the right band aide is 

-aai(c'-6'-n+e7'(c'+a+a,), 

and these are equal. 

There are of course in all six expressions such as V^, each of 
them being by what precedes a sum of Squares. And there are besides 
ten expressions such as 

VAB, = ABd^AB-[dAB)\ 

each of which should be a sum of Squares: but I have not as yet effected 
the calculation of this expression VAB. 

Cambridge, 7*** december 1877. 



NB. By an inadvertence the two Symbols A, V have been made use of: 
they have the same signification, Aß and Vß each = ßö'/i— (öß)'. 
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Sur le pendule. 

(I^trait d'une lettre adress^e k M. Gyldiny de Stockholm, par M. Ch. Hermüe.) 



J ai remarqu^ que los coordonn^es x, y, z de rextrömit^ d'un pen- 
dule sph^rique sont les d^riv^es de fonctions uniformes du temps dont voici 
les expressions. Consid^rons en premier lieu la valeur de ss qui s'obtient 
imm^diatement comme cons^quence des ^qnations fondamentales : 

x'+y'+z' = 1, 

(D,xy+{D,yy + {D,zf = 2g{z + c), 

yD.x-xD.y = A, 

oü c et A dösignent des constantes dont la signification est bien connue et 
qui donnent comme on sait: 

{D,zf = 2i7(Ä+c}(l-»^)-A^ 

Nommons a, ß, y, les racines rang^es par ordre d^croissant de grandeui*, 
de r^quation du troisi^me degr6: 

2i7(«+c)(l-Ä^)-A^ = 0, 

de Sorte que a soit positive et moindre que Tunit^, ß moindre ^galement 
que Tunit^ en valeur absolue et y enfin negative et supörieure ä l'unit^ en 
valeur absolue. Si Ton pose: 

k^ = 



.2 „ » — ß 






et: 



on aura: 



Or la formule: 



a — y ' 

a— » = (a — /i?)sin^am(ii), 
»— /? = (a— /?)cos^am(tt), 
z — y = {a — y)^^Bim{u). 

/•« o . , , , . Ju &(u) 
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permet d^jä d'^crire: 

* " ^-L Pä- ""^ Ä'©(ii) J- 

Soit ensuite, en dösignant par 9, un angle arbitraire: 
et posous: 

on anra cette expression: 

de Sorte qu'en ^galant les parties reelles et les coefficients de «, a? et y 
seront aussi bien que a, les d^riv^es de fonctlons ä sens unique. Voici 
maintenaut la d^termination des constantes co et ^ qui entrent dans la 
fonctiou *(fi). Nous avons d'abord: 



Ä^ = - ^' 



pnis ces formales: 



4it 



9 7 



8m'am(a>) =. -p^-^— ^^, 
C08'am(cü) = -^^^^— ^, 

Elles fönt voir que w est imaginaire, mais sans partie r^Ue, comme l. 
Si Ton pose en effet a> = fa, et qu'on emploie les relations: 

smamfia?, &) = ) — r^, 

^ * ^ co8ain(x, Ä) ' 

cosarnfte, &') = 7 — tt-, 

on obtient les valeurs: 

sm'am^a, &) = ^^jßfzr^i 

cos' am (a, k) = ^^— .y, 
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et d'apr^s Vordre de grandeur des quantit^s a, ß, y, vous voyez qu'elles 
Bont en effet toutes positives et moindres que l'unit^. Mais une double in- 
d^tennination subsiste ä T^gard des signes de cj et X, eile se 16ve par les 
formales suivantes. On a en premier lieu: 

8iDam(<())co8am(co) __ ih o/Sy(a — y) 
z/»am(ai) "" "w" 2(a— ^(y-/S)' 

ce qui fixe le signe de ai, sa valeur absolae ^tant connue; je trouve en- 
suite qu'on doit prendre: 

* 2n 

V^rifions, par l'^l^vation an carr^, la formnle relative ä cu au moyen des 
expresaions donn^es pour sin* am (tu), cos' am (tu), ^am(tu). On trouve 
d'abord dans le premier membre, la qnantit^: 

g'/y y'(« + ß)(iß+ rXr+ «X« -y) 
iß-rnß- «)* 

et le second, en rempla^ant «' par ififC«— y), devient: 

A' a*ß'r\<»-y) 
29 (/?-y)'(/?-«)*' 
il saffit par cons^quent de v^rifier la condition: 

ce qui se fait imm^diatement, en posant dans T^quation: 

» = — c, et remarquant que Ton a: a+/?+y = — c. 

Vous m'avez dit, Monsieur, dans votre demi^re lettre que la diff6- 
rentiation des fonctions elliptiques par rapport au module, pourrait peut-€tre 
servir dans les importantes recherches auxquelles vous consacrez vos efforts 
pour l'applieation de ces fonctions ä la th^orie des perturbations. Voici 
ä ce sujet les diverses formules que j'ai obtenues, et dans lesquelles j'ai 
pos^ pour abr^ger C = ir : 

/?,sinam(a.) = coBaa.(.Vam(x) [^g_,.)^_|M], 
D.cosamCx) = - i!^^g#^EW [^^ _,,),_ |^] ^ • 
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Si ron pose en outre 

on a aussi: 

K 

Dj,Z{x) = T^[a:^^am(aj)— sin am (a:) cos am (a?)^/ am (aj)-- cos^ am (a:)Z(a:)]. 

M. C. 0. Meyer avait d^jä domi^ les trois premi^res, mais sous une 
forme diffi^rente et en prenant poor variable la quantit^ q an lieu dn module, 
dans son memoire intitul^: Ueber rationale Verbindungen der elliptischen 
Transcendenten, T. 56 de ce Journal page 321. 

Paris, 8 octobre 1877. 
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Ziir Theorie der Flächen, 

(Von Hemi 0. Röthig.) 



r tir die weitere Untersuchung der Band 84, Seite 231 dieses Journals 
behandelten Flächen ist es noth wendig, einige Eigenschaften sämmtlicher 
Flächen in einer von der gewöhnlichen abweichenden Form darzustellen. 

Die (jrleichung einer beliebigen Fläche sei gegeben durch: 

(1.) x = (p{a, t); y = yj{a, t); a =/((;, t). 

Hierin bedeuten: x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der 
Fläche; a, r unbeschränkt veränderliche Grössen; (p, ip, x beliebige Functions- 
zeichen. 

Durch den Punkt (x, y, z) sei eine Normale zur Fläche (1.) gezogen. 
Eine beliebige, aber bestimmte, der beiden in der Normale vorhandenen 
Richtungen bilde mit den positiven Richtungen der Coordinatenaxen Winkel, 
deren Cosinus bezüglich mit a, 6, c bezeichnet werden mögen. 

Dann ist zunächst 

(2.) a' + b' + c' = 1, . 
ferner 

(3.) adx + bdy + cdz = 0. 

Die partiellen Ableitungen einer Function von a und x nach diesen Variabein 
werden hier der Kürze wegen dadurch bezeichnet, dass man die Grösse, 
nach welcher abgeleitet wird, als Index an die abzuleitende Grösse setzt. 

Es soll also x^ für -g^, y„ fllr 3-37^*0. geschrieben werden. Dann zer- 
fällt zunächst (3.) in die beiden Gleichungen: 

(4.) ax^-iby^ + cz„ = 0; ax^ + by^ + cz^ = 0; 
ferner folgen aus (2.): 

(5.) a.aa+b.b„ + c.Ca = 0; a.a^ + b.bj + c.c^ = 0. 

Betrachtet man drei der vier Gleichungen (4.) und (5.) als ein System zur 
Bestimmung der a, b, c, so folgt, dass identisch erfüllt sein müssen die 
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folgenden vier Gleichungen: 



(6.) 



^a? 


•^T? 


«0 


1 


9oj 


y., 


6» 


= 0, 


*oi 


»r, 


Co 


- 


»Ol 


»t, 


IBo 




Ao, 


6., 


9o 


= 0, 


C.r 


Cr, 


*o 








'a? 



a 



a? 



C 



a? 



yr, 

Ar, 
Cr, 



«r 



= 0, 



= 0, 



und aus irgend zwei der vier Gleichungen (4.) und (5.) entstehen dann die 
folgenden sechs Formen der Verhältnisse der Grössen a^ 6, c; 



(7.) 



axbic = 



a'.b:c .= 



a'.b'.c = 



a:b:e = 



a:b:c = 



a:b:c = 



9o9t 

b„br 
c„ c, 

»o C 
»oC 

!?T*0 

«t c, 

9xbr 



«o »r 

Co Cr 
«o «T 






Xq Xf 
9o 9r 

6. Ar 



»0*0 


• 


*o Co 


• 


«ff «o 


»oC, 


• 


a?o«o 


• 


yo ba 


9ob^ 


• 


Ä« c^ 


• 


X„ Ot 


»cCr 


• 


«0»T 


• 


y. At 



»T Cr 



Xr Oj 



Diflferentürt man die erste (4.) partiell nach t, die zweite nach a, so wird: 

Ot^ö+b^ya + Cr^a + aXg^+byat-^ cz„, = 0, 

Da x„ = Xjg und ebenso flir y und a , so ergeben die beiden letzten Glei- 
chungen noch die folgende: 

oder: 



(8.) 



I«, «r 



+ 



9a b„ 
9t br 



+ i 



*o Cff 



«r C. 



L = 0. 



Die späteren Untersuchungen führen auf weitere Identitäten, die der ein- 
facheren Darstellung wegen gleich hier aufgeführt werden. 

32* 
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Znnächst ist: 



\{^l+yl+»l) 



(9.) 






— ix„x, + y„y, + is„ir) 



+ {x„a^ + y„b, + i„c^) 



Xa 


a. 


Vo 


K 


35» 


Xr 


y« 


yx 



= 0. 



Denn entwickelt man den Ausdruck aiif der linken Seite von (9.) nach 
o>T9 *i> ^T9 80 geKt er über in: 

und das ist identisch gleich Null wegen der zweiten Gleichung in der ersten 
Reihe von (6.). 

Durch Vertauschung von a mit t folgt aus (9.) sofort: 

VtK 

Xj Xg 



ixl + yl+z,]) 



(9-.) 



XgOg 

yoK 



-{x^x„+y^y„-{-i^i„) 



-\r{x^a„-\ryrK + z,c„) 



y^y. 



= 0. 



Auch lässt sich (9".) mit der ersten Gleichung (6.) leicht wie (9.) direkt 
beweisen. 

Jede der beiden Gleichungen (9.) steht flir drei. Denn sowohl in 
(9.) wie in (9".) kann geschrieben werden: 

y fllr X, s (ü^r y, x fUr «, 6 für a, c für b, a fllr c, 
2 für x, X für y, y für 2, c für a, a für 6, b für c, 

wodurch man vier neue Relationen erhält, die sich auch wie (9.) direkt 
beweisen lassen. Der Kürze wegen sind sie nicht besonders aufgeschrieben 
worden. 

Femer ist: 



(aH6'a + c;) 



(10.) 






— (o„a, + 6„6,4-c„c,). 



— {x^a„ + y^b„-\-i^c„) 



Xr 


»a 


y. 


ba 


a. 


«I 


b„ 


6x- 



= 0. 



Denn entwickelt man den Ausdruck auf der linken Seite von (10.) nach 
^r9 yxf^ry »0 gcht cr tibcr in: 

und das ist identisch gleich Null wegen der zweiten Gleichung in der 
zweiten Reihe von (6.). 



Röthig, &ur Theorie der Flächen. 



253 



Durch Vertauschung vona mit r folgt aus (10.) sofort: 



(al + bl + d) 



(10^) 



ifa ba 



-{ara^ + b,b„+c,c„) 



— {XaOr + yabj + ZaC, 



Vabr 

b.b. 



= 



und lässt sich auch mit der ersten Gleichung der zweiten Reihe in (6.) 
leicht direkt beweisen. 

Jede der beiden Gleichungen (10.) steht ebenfalls flir drei. Denn 
sowohl in (10.) wie in (10".) dürfen die oben bei den Gleichungen (90 
aufgeführten Vertauschungen vorgenommen werden. 

Sei 



(11.) 





= 8t„ 


ac9. 


• 


»T»T 


Kx, 
bjXj 


= 83« 


b„ya 

b,y. 


= »„ 





^a *^a 



= e«. 



Coy, 



= e.. 






= 8t,. 



= So 



= ®.., 



so ist zunächst nach (8.): 

(12.) Sl,+SB^+g, = 0. 

Multiplicirt man die zweiten Columnen der Determinanten jeder Reihe in 
(11.) der Reihe nach mit o, 6, c und addirt, so folgt mit (4.): 

(13.) a2l,+ 62t,+c2r, = 0; oS5, + 6g3, + cg3, = 0; aS, + 6g„ + cS, = 0. 

Multiplicirt man die ersten Columnen der Determinanten jeder Columne 
in (11.) der Reihe nach mit a, b, c und addirt, so folgt mit (5.): 

(14.) aSr,+6S5, + c©, = 0; a2r,+6S3,+cS„ = 0; o8l, + 6g3,+c6;, = 0. 

Subtrahirt man die ersten und zweiten und dritten Gleichungen in (13.) 
und (14.), so folgt: 

(15.) 



b 



c a 

Die Gleichheit der vorstehenden drei Brüche kann auch ans der vierten 
iind fünften Reihe in (7.) geschlossen werden. 
Nun ist: 



Sl.».= 



agb„-\-a^b,, x„b„+Xjb^ 

»aya + aryi, a;,ya + !CTyr 



und 2C„S5.= 



a„b„ + a.b^, y„b„+y^b^ 
a„x„+arX,, y,x„+yrxl 
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also: 



(16.) 8t,S5,-8t,95,= 






X^Xj 

VoV, 






Ebenso, oder dnrcb Vertanscbimg, folgt: 



(16«.) S8ve.-S3.e.= 









e.8t.-e,2i.= 



»»«T 


• 


c„c» 


XgX^ 




«aOr 



Werden die Determinanten in der ersten Reihe von (7.) der Reihe nach 
mit Xy Y, Z bezeichnet, so folgt, wenn gesetzt wird: 

(P = X'+Y'+Z\ 
(17.) { X . Y Z 



X Y 



C = 



U 



nach (2.). Wird U positiv genommen, so ist dadurch eine bestimmte Rieh- 
tung in der Normale ausgewählt. Durch (17.) werden die beiden ersten 
Gleichungen (6.) identisch mit den beiden (5.). 

Ein zweiter Punkt der Fläche (1.) habe die Coordinaten a:i,,y,, »,. 

Die zu ihm gehörigen Werthe von a und r seien a^ und t^, die Cosinus 

der Winkel, welche die wie vorher genommene Normale zur Fläche (1.) 

in diesem Punkte mit den positiven Richtungen der Coordinatenaxen 

* bildet, seien ai, 6i, Cj. 

Die Normale in {x,y,z) hat die Gleichungen: • 

(18.) lz:^ = ^ = lz±, 

^ ^ a b c ' 

die in (a:i,y,,«i) die folgenden: 

(18«.) iii^ = lz:^ = i=i, 

^ «i b, c, ' 

I, T], C sind die laufenden Coordinaten dieser Linien. 

Sollen nun die Linien (18.) und (18^) sich schneiden und bedeuten 
jetzt S, T], ^ die Coordinaten des Durchschnittspunktes, so erhalten für diesen 
die Brüche in (18.) einen bestimmten Werth q und die in (18^) einen 
anderen, aber aach bestimmten Werth Qi. Dann folgt dnrch Sabtraction 
von (18.) und (18".): 

(19.) Xi-x = a(>-a,pi; y,--y = 6p — 6ipi ; äi-ä = cp— Cipi. 
Diese Gleichungen sind nothwendig aber auch hinreichend zur Lösung der 
gestellten Aufgabe. Denn denkt man in ihnen x, y, z; a, b, c ersetzt 
durch ihre Werthe in a und r, ebenso a?i, y,, »i; ai, 61, C| ersetzt 
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durch ihre Werthe in Oi und t,, so gehen die Gleichungen (19.) über in 
drei Gleichungen zwischen p, p,; rr, r und (7i, t,. Eliminirt man zwischen 
diesen p und pi, so bleibt eine Gleichung zwischen a, r; ai, t,, welche 
also lehrt, wie zu einem beliebigen Punkte der Fläche (a, t) ein zweiter 
so gefunden werden kann, dass die in beiden errichteten Normalen sich 
schneiden. Von diesem zweiten Punkte ist nämlich nur noch eine der 
beiden Grössen a^ oder t^ willkürlich, die andere durch die erwähnte Glei- 
chung bestimmt Ist dieser Gleichung nun genügt, so geben (19.) die 
Werthe von p und p, und (18.) oder (18^) die Coordinaten 5, rjy C des 
Durchschnittspunktes. 

Die Gleichungen (19.) können so geschrieben werden: 

„ )^i~a? = (e~ei)ö-(öi-ö)ei; yi--y = (e-ei^*-(*i-A)p,; 

/ . . -5i~» = (p--pi)c-(Ci-c)p,. 

Es sei nun Ti = r+dT; a, = a + da, wo dr und da zunächst noch endliche 
Grössen bedeuten. Die aus (19.) oder (20.) folgende Gleichung zwischen 
a, r, (7i, Ti geht jetzt über in eine zwischen a^ t, da, dr. Drei von diesen 
Grössen z. B. a, r, dr bleiben also willkürlich, die vierte da ist dann aber 
bestimmt. Deswegen setze man: 

. (21.) ^»o-. 

Man lasse nun da und dr unbeschränkt gegen Null convergiren^ stelle also 
die Frage nach den Grenzwerthen, welche p und pi , g, 17, ^ erhalten, wenn 
die beiden Normalen (18.). und (18^) sich unbegrenzt einander nähern und 
schliesslich zusammenfallen. Nach Division mit dr geben dann die Glei- 
chungen (20.) mit (21.) folgendes: 

Xaa'+x, = ^^/' a-Q,{a^a'+a,), 

m 

(22.) {y„a'+y, = ^^ b-(f, {b„ a'+ 6,), 

Multiplicirt man. die erste mit a, die zweite mit b, die dritte mit c und 
addirt, so folgt mit Hülfe der Gleichungen (2.), (4.) und (5.): 

= -^^^, also pi = p, 

ein Resultat, welches auch ohne Weiteres daraus geschlossen werden kann, 
dass die beiden Normalen (18.) und (18^) in dem Grenzfalle zusammenliegen. 
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Die Gleichungen (22.) werden nun: 

(23.) XaO'+Xr=--(f(a„o'+a,); yo^'+»T = -e(M'+*T); «o^'+ar=-e(Co<y'+0; 
eine der drei Gleichungen (23.) ist wegen der Gleichungen (4.) und (5.) 
eme identische Folge der beiden anderen, so dass nur zwei der Gleichungen 
(23.) als von einander unabhängig übrig bleiben. Zwei der Gleichungen (23.) 
sind aber nothwendig und hinreichend zur Bestimmung der allein noch dar- 
zustellenden Grössen p und a'. Ist p gefunden, so geben (18.) oder (IS''.), 

« 

die jetzt identisch werden, die Coordinaten des Durch Schnittspunktes für die 
Grenzlage in der Form: 

(24.) iz:^ = -^ = ini-, = p. 

^ ^ a b c ^ 

Der durch (24.) bestimmte Punkt (I, ^, D» d^r Durchschnittspunkt zweier 
unendlich nahen Normalen, ist also einer der beiden .Hauptkrlimmungs- 
mittelpunkte der Fläche (1.). Nach (24.) und mit (2.) ist femer 

also Q die Entfernung der beiden Punkte {x, y, z) und (|, rj, ^, oder der zu 
{^9^9^ gehörige Hauptkrttmmungsradius. Endlich wird die aus (23.) fol- 
gende Gleichung für a' mit (21.) euie Differentialgleichung flir a und r. 
Denkt man sie integrirt, so wird dadurch ein Zusammenhang zwischen o 
und r geschaffen, also auf der Fläche (1.) eine durch {x,y,z) gehende 
Curve gezeichnet von der Eigenschaft, dass man auf derselben von 
(a?, y, z) aus zu demjenigen (cc, y, z) unendlich nahen Punkte der Fläche 
(1.) gelangt, dessen Normale mit der von {x, y, z) einen Durchschnitts- 
punkt hat. Dies ist aber die Eigenschaft der Krttmmungslinien der Fläche 
(1.), oder die aus (23.) folgende Gleichung fttr a' ist die Differentialgleichung 
der Krümmungslinien. 

Ein geometrischer Beweis des Satzes (23.) findet sich Liouville Journal 
Band 19, pag. 398 und Bertrand ^ calcul difP^rentiel , pag. 665 'und 697. 
Dieser setzt aber voraus, dass vorher KrUmmungs-Mittelpunkt, Radius und 
Linien theoretisch begründet seien, während der hier gegebene algebraische 
Beweis alle diese Grössen gleichzeitig herleitet. Wenn endlich in den 
dortigen Formen des Satzes (23.) statt des hier auf der rechten Seite vor 
p stehenden* Minuszeichens ein Pluszeichen sich vorfindet, so hat dieser 
llnterschied nichts zu bedeuten. Er ist darauf zurückzuführen, dass die 
dort und hier durch a, b-, c bestimmten Richtungen in der Normale die 
einander entgegengesetzten smd. 
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Nach (23.) erhält die Gleichung flir & die drei Formeo: 



(25.) 






= 0; 






= 0; 






= 0. 



Es ißt dann aber nicht mehr nothwendig, noch eine besondere Gleichung 
ftlr p herzuleiten, wie dies gewöhnlich geschieht {Bertrand, .1. c. pag. 662, 
694; Joachimsthal, Anwendung der Diffeifential - und Integralrechnung auf 
Flächen und Linien doppelter Krümmung, Leipzig 1872, pag, 88 oben). 
Denn nach Herleitung der Werthe von a' aus (25.) ist der zu jedem Werth 
von a' gehörige Werth von p nach (23.) sofort bestimmt durch: 

^ '^ ^ aaO'+aj baO'+br €00'+ Cr 

Die drei Formen der Gleichung für a' in (25.) ergeben dieselben Werthe 
von a\ Denn bezeichnet "man flir einen Augenblick ^iie drei Determinanten 
in (25.), wenn sie flir ein ganz beliebiges a' gebildet werden, der Reihe 
nach mit I, II, III, und entwickelt jede derselben nach &, so sind die 

-T- identisch, weil nach (7.) sowohl die Coefficienten 

von a'^ als auch die von a' und von a'" einander gleich sind. Die Werth6 
von a', welche einer der drei Gleichungen in (25.) genügen, erfllllen also 
auch die beiden andern. 

Andrerseits kann man eine besondere Gleichung flir p herleiten. 
Denn aus (23.) oder besser aus (25".) folgt: 

(26" ) — o' = 5l+£^ = y^ + ^h. ~ ^T+QCr 

^a + gan ya + Qba ^^a + QCa ' 

und dies hat zur Folge, dass sein muss: 



Ausdrücke — , — 

c ' a 



(26.) 



Xa + ifOü, Xr + (fa^ 
tlo + ifbo, t/r + Qbj 



= 0; 



0; 



^o+QCa, ^r+QCj 



Xa + Q^o, X^ + pOr 



= 0. 



Ha + VKy Vt + QK 

Diese drei Formen der Gleichung für p ergeben dieselben Werthe von p. 
Der Beweis ist ebenso wie vorher. Nach Aufstellung delr Gleichung für 
p ist es aber wieder nicht nothwendig, eine besondere Gleichung flir a' 
herzuleiten, weil der zu jedem Werthe von p gehörige Werth von a' un- 
mittelbar durch (26".) gegeben ist. Oder mit andern Worten: Die Wurzeln der 
Gleichung für & (25.) und die Wurzeln der Gleichung flir p (26.) sind nicht 
von einander unabhängig, sondern stehen in dem durch die Gleichungen (25".) 
oder (26".) gesetzten Zusammenhang. 
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Gewöhnlich pflegt man die Realität der Wurzeln der Gleichung flir 
p nachzuweisen. {Bertrand, 1. c. pag. 662; Joachimsthal, 1. c. pag. 70, 71.) 
Es ist dieser Nachweis aber ebenso nothwendig flir die Wurzeln der Glei- 
chung fllr &y wenigstens dann, wenn man das wirkliche Vorhandensein der 
Krtimmungslinien auf jeder Fläche behauptet. Hier lehren nun die Glei- 
chungen (25".) oder (26^) sofort, dass es genügt, die Realität der Wurzeln 
einer der Gleichungen (25.) oder (26.) nachzuweisen, um dasselbe für die 
andere geleistet zu haben. 

Die Realität der Wurzeln der Gleichung fllr & (25.) lässt sich so 
beweisen : 

Zunächst ist es unmöglich, dass alle Determinanten in der dritten 
Reihe unter (7.) flir sämmtliche Punkte einer Fläche (1.) identisch ver- 
schwinden. Nur flir gewisse Punkte einer gegebenen Fläche ist dies denkbar, 

und in diesen würden dann die a, b, c in der unbestimmten Form -^ er- 
scheinen. Werden solche Punkte, wenn überhaupt vorhanden, von der fol- 
genden Untersuchung ausgeschlossen, so ist also mindestens eine der in 
Rede stehenden Determinanten von Null verschieden, und sei dies die letzte 
in der dritten Reihe unter (7.). Dann nehme man als Gleichung flir a' die 
erste unter (25.). Nach a' entwickelt wird sie: 



(27.) 



X. 



y< 



bn I \-\yrba\ VoK J | »t^t 



= 0. 



Addirt man jetzt die beiden Identitäten (9.) und (9".) und wendet die erste 
Gleichung (8.) an, so folgt: 



(28.) (4+rT+«r) 



^o(ia 



VoK 



-{x,x„+y.,ya+z,ia) 



lUr bo\ yoO,\j 



+yl+^l) 



yM 



= 0. 



Die beiden Werthe von a mögen nun a\ und 02 heissen. Dividirt man dann 
(27.) und (28.) mit dem der Voraussetzung nach nicht verschwindenden 
Coefficienten von a'^ in (27.), so lehrt der Anblick von (27.) und (28.), 
(lasa identisch folgende Gleichung erfüllt sein muss: 

(29.) {x\^-y\^i])+{x,x„+y,y„ + i,i„){a\ + a::)^{xl^-yl-^i'^a\a\ = 0. 

Wären nun o[ und a^ imaginär, oder: 

o\ = u+iv; o\ = fi — •©, also a\ + ^i = 2m,' o\ ai = ti' + <?^ 

so würde (29.) übergehen in: 

(x,u + x,f + {yaU + y,f + {z,u+z,f + {xl+yl-YzlW = 0, 



(30.) 
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nnd das ist unmöglich. Die Wurzeln der Gleichung (25.) für .a' müssen 
demnach stets reell sein, also auch die der Gleichung (26.) wegen (25".). 
Ein zweiter nicht wesentlich verschiedener Beweis lässt sich mit 
den Identitäten (10.) und (10".) führen. Denn durch Addition derselben 
folgt wie so eben, dass a[ und ai auch folgende Gleichung identisch erfüllen: 

(29«.) {al + b] + c]) + (a, a, ^b,K + c, c, ) (c;; + d,) + {al + bl + cl) o\ a', = 0. 

Ein von dem vorstehenden unabhängiger Nachweis der Realität der Wurzeln 
der Gleichung filr p (26.) ist der folgende: 

Die erste Gleichung (26.) nach {f entwickelt, giebt: 

Kbr 

mit der bei (17.) eingeführten Bezeichnung. Der Coefficient von g wird 
mit (11.) 2ty--S3, = 2cr nach (15.). Multiplicirt man nun (30.) mit Z, 
wendet (16.) an und (17.), so geht (30.) über in: 

(31.) (21,93,-21,33,) p' + c\ 2p UV+ c'W = 0. 

Auf dieselbe Weise gehen die beiden anderen Gleichungen für p in (26.) 

mit (16^), (15.) und (17.) über in: 

j(93,e,-33,(S,)pHa\2pf/r+a^t/^ = 0, 

• ^ '^ i((s,2r,-e,2rjpH6\2pf/r+6'f/^ = o. 

Bezeichnet man nun die Summe der Coefficienten von p^ der drei Glei- 
chungen (31.) und (31^) mit S, so folgt durch Addition und mit (2.): 

(32.) Sq' + 2(jUV+IP = 0. 

Jetzt ist S zu transformiren. 

Durch Quadrireu von (12.) folgt: 

(33.) 2(2I,93,+93,e, + S,2r,) = ^{^1+^ + ^]). 
Ferner ist: 

•4(21,0,-21,53,) = 42t,23,-(2l,-fS3,)^ + (2I,-3^,)^ 
oder mit (15.): 

(34.) 4(21,33,-21,©,) = 421,33, -( 21, + ©,)^ + 4cM^^ 
Ebenso erhält man fUr die beiden anderen Snmmanden von S: 

•'* l4(S.Sl,-e,a,) = 4S,2l,-(S.+5K.)'+4i'n 

33* 
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Addirt man die drei Gleichungen (34.) und (34**.), wendet (33.) an, und setzt : 

(35.) 2(Stt^+SJ+(5n + (2I.+«,)' + (». + e,)H((S.+ Sl..)' = 4W^, 
so folgt mit (2): 

Demnach wird die Gleichung fllr g (32.): 

(36.) \Vq+U)'^W'(}' = 0. 
Werden nun die beiden Werthe von p mit p, und pj bezeichnet, so ist : 

[öö .) pi — y^w ' P^ "^ V—W ' 

Nach (35.) ist W^ positiv, W also reell. Demnach sind nach (36^) auch 

pi und p2 reell, also wegen (26^^.) auch die zu jedem p gehörigen Werthe 

von o\ 

Zieht man durch Punkt [x, y, z) auf Fläche (1.) irgend eine Curve 

und bezeichnet das von [x, y, ») ausgehende Bogenelement derselben mit 

dsy so dass: 

ds^ = dx'+dy^+dz\ 

so sind die Cosinus der Winkel, welche die in (a?, y, «) an diese Curve 
gelegte Tangente mit den positiven Coordinatenaxen bildet, gegeben durch: 

fon \ dx dy dz 

Ist die Curve nun eine der beiden, durch {x, y, z) gehenden KrUmmungs- 
linien, und setzt man: 

(38 ) i (^o^'+^r? + {ya(y'+yrf+(i^aO'+Z,f = m^ 

so wird nach (37.) und mit (23.): 

[^^') P^ m '^ M ' ^^ m " M ' ^^ m " M 

Es. mögen .nun p^, ^i, ri, wii, Mi die zu a[ gehörigen Werthe von p, q, r, 
m, M und p^^ 72, r^, wi,, M2 die zu o'^ gehörigen Werthe von p, q, r, m, M 
bedeuten. Sei ferner g der Cosinus des Winkels, den die beiden durch 
(x, y, z) gehenden Kriimmungslinien mit einander bilden. Dann ist 

g = P1P2 + 71 72+^1^21 

also nach (39.): 

m,.fn2,g = {xl + yl+zl)aia2 + {XaXr+yayr + Za^I){o[ + a'^) + x]+yl+z],' 
M^.M2.g = {al+bl + cl)o[a', + {aaai + babr + CaC,){n\ + 02) + ä'r + bl + cl 
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In Folge der Identitäten (29.) und (29^) verschwinden die rechten Seiten 
dieser Gleichungen, also ist: 

(40.) mi.nh.g = Mi.M2.g = 0. 

Werden nun solche Punkte der Fläche ausgeschlossen, in denen sämmtliche 
Summanden von m^ und M^ zugleich verschwinden, Punkte, die, wenn 
überhaupt vorhanden, nur in beschränkter Anzahl vorkommen können, und 
in denen also die p, q, r unbestimmt sein würden, so folgt für alle übrigen 
Punkte einer beliebigen Fläche aus (40.): 

fl' = 0, 

oder, dass die Krümmungslinien sich unter rechten Winkeln schneiden. 

Die Identitäten (29.) und (29^) sind also der eigentliche Grund sowohl 
für die Realität der Wurzeln von (25.) und (26.), als auch dafllr, dass der 
Winkel der beiden Krürbmungslinien in jedem Punkte der Fläche ein 
Rechter ist. 

Aus den Gleichungen für p (26.) folgt noch: 



(41.) k = 



OaÜT 

ha hj 



babr 

Cfj Ci 



Cff Cr 
0>a «T 



e.e. 



Xq Xj 



yoVi 

Art Zt 



Xq Xf 



Nach Gaü88y gesammelte Werke Band 4, pag. 231 ist also die durch (41.) 
gegebene Grösse k das Krümmungsmaass der Fläche im Punkte (o:, y^ z). 
Endlich ist nun auch der zu jedem Werthe von p gehörige Krümmungs- 
mittelpunkt (1,^,0 eindeutig bestimmt. Denn nach (24.) ist: 

f = a? + pa,- 7i = y + ^b; ^ = « + 9^. 

Ist nun p positiv, so lehren diese Gleichungen, dass man im Sinne der durch 
a, 6, c in der Normale festgesetzten Richtung die Länge p vom Punkte 
i-^^Vy^) ai^s auf d^r Normale abtragen muss, um zum Punkte (?, ^, ^ zu 
gelangen. Ist dagegen p negativ, so muss zu demselben Zweck die Länge 
— p in der entgegengesetzten Richtung auf der Normale aufgetragen werden. 
In der vorstehenden Darstellung ist absichtlich vermieden, die Ab- 
leitungen der a, b, c nach (17.) herzuleiten und anzuwenden. Ja selbst 
die Ausdrücke der a, b, c durch (17.) wären für das Vorhergehende ent- 
behrlich, wenn man die zwischen (29".) und (36^) stehende Betrachtung 
etwas abänderte. Es ist dies zunächst wesentlich für die Band 84, Seite 231 
dieses Journals behandelten Flächen, weil dort die a, b, c als Functionen 
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von a und t direkt gegeben sind, also weder sie selbst noch ihre Ablei- 
tungen aus den Formen in (17.) hergeleitet zu werden brauchen. Dann 
aber sollte auch gezeigt werden, dass gerade das Nichtanwenden der Aus- 
drücke für a, by c zu den oben gegebenen Resultaten in der Theorie der 
Flächen führt. 

Andrerseits ist die Frage naheliegend, ob wirklich die hier gegebenen 
Formen mit den gewöhnlich entwickelten übereinstimmen. Zur Beantwortung 
diene folgendes: 

Es sei wie gewöhnlich: 

\xx,a+Yy,,+Zzaa^D; Xx,,+Yy,,-^Zz,r = D'; Xx,,+Yy,,+iizrr=^D". 

Diflferentürt man dann jede der Gleichungen (4.) nach a und t, so folgt 
mit (17.) und (42.) ohne Weiteres: 

/IQ N . \U{aaX^ + baya + CaZa) = -D; U{a^x, + bayj + C^Zj) = -DV 

{U{arX„+b,ya+CrZo) = -D; U{a,Xr+bryr + CrZr) = — D". 

Multiplicirt man jetzt die erste (23.) mit Xa^ die zweite mit y^^ die dritte 
mit Za und addirt, so folgt mit (42.) und (43.): 

(44.) U(Ea'+F) = Q{Da'+D')] ferner folgt: U{F&+G) = (>(/)'a'+D"), 

wenn in (23.) der Reihe nach mit Xj, y^, z^ multiplicirt und dann addirt wird. 
Aus (44.) folgt die Differentialgleichung der Krümmungslinien in 
der Form: 

(45.) {E&+F){D'&^-D'')-{F&+G){D&+D') = 0. 

Der zu jedem Werthe von a' gehörige Werth von p ist dann gegeben durch: 

f45«) e Eü'+F _ FC+ß 

(.to.; u ~ Da'+iy D'a'+D" 

Die Gleichungen (44.) können aber auch so geschrieben werden: 
qD' -UF=^ a'iQÜ - UE) ; qD"- UG = - a'i^D'- VF). 

Hieraus folgt die Gleichung für p in der Form: 

(46.) {QD-UE){QD"-UG)-{QD'-UFf = 0, 
und die jedem Werthe von p zugehörigen Werthe von & sind gegeben durch : 

^^^•) " qD-UE qD'-UF 

Entwickelt man (45.) nach a' und (46.) nach q, so erhält man die I^ormen 
dieser Gleichungen, wie sie z. B. Joaehimsthal 1. c. pag. 88 oben gegeben 
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hat. Das dortige u' ist hier mit o' bezeichnet, ferner ist bekanntlich 
IP = EG—F^. Aber die Gleichungen (45^) und (46^), wodurch jedem 
Werthe von a' der zugehörige Werth von p, und umgekehrt, in eindeutiger 
Weise zugeordnet ist, fehlen dort. 

Setzt man einen der Werthe von p aus (45*.) in (46.) ein, so geht 
(46.) über in (45.), und setzt man einen der Werthe von a' aus (46^) in 
(45.) ein, so geht (45.) über in (46.). Man bemerke ferner, dass die Glei- 
chungen von (44.) ab aus (23.) folgen, ohne Kenntniss der Ableitungen 
der a, 6, c und allein mit Hülfe der Gleichungen (43.). 

Will man alle übrigen vorhergehenden Formeln verificiren, so be- 
darf man dazu der Werthe der Ableitungen der a, b, c. Sie mögen dess- 
wegen hier wenigstens angeführt werden. Setzt man noch: 

l D'F-DG = H; DT-^DG = H'; 

*^ iD'E-DF^K; D^E^-DF =- K', 

so folgt aus (17.): 

(48.) IPK = y.H^y^K; U% = y^ff^y^K'; 

( U'c, =^ Ä, Ä - Ä, K; U'Cr = Sa H- Sr K\ 

m 

Und hieraus: 

1 ^'(«» + *«+c?,) = D'K-DH; UHa\^-b\+c]) = D"lC-D'H'; 
\wia„a, + b„b, + c„c,) = D'K'-DH' = D"K-D'H. 

Durch Anwendung von (48.) gehen die drei Formen des KrUmmungsmaasses 
in (41.) in die eine von Gauss 1. c. pag. 234 angegebene Form über. 

Berlin, den 10. November 1877. 
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R6flexions au sujet d'un thöorfeme d'un Memoire 

de Gauss sur le potentiel. 

{Gauss Werke, Band V, p. 232, art. 30—34.) 

(Par M. Emile Mathieu k Nancy.) 



1. \jraus8 a d^montr^ dans ce Memoire qu'on peut toujours distribucj. 
sur une surface ferm^e de la mafi^re en une couche infiniment mince, de 
Sorte que le potentiel V de cette couche soit, en chaque point de la surface, 
une fonction donn^e U des coordonn^es x, y, z de ce point 

Pour cela il montre d'abord que, sila masse de la couche est donn^e 
et que la distribution soit homogene, c'est-k-dire la density positive en chaque 
point de la surface, l'intcgrale 

n =^ J[V-2V)md8 

dans laquelle m est la density en r^l6mcnt ds de la surface, et oü Tint^gration 
est ^tendue ä toute la surface, est susceptibje d'un minimum, qui a lieu 
Mrsque F— U = const. Si la distribution 6tait non-homog^ne, on arriverait 
au meme r^sultat, pourvu que Ton f(it assur^ de Texistence d'un minimum 
pour 12. Mais comme Texistcnce de ce minimum n'est plus Evidente, Gauss 
ach^ye (art. 33, 34) par une consid6ration artificieuse la d^monstration du 
th^or^me que j'ai commenc^ par cnoncer. 

Plus tard Dirichlet a d^montr^ d'une mani^re purement analytiqi\e 
un. th^or^me plus facile et qui peut remplacer le pr^c^dent ; ce th^or^me 
est le suivant: 

II existe toujours une et une seule fonction de x, y, z qui est continue 
ainsi que ses premi6res d^riv^es dans Tespace limit^ par la surface fermee 
8, qui satisfait dans le m6me espace ä T^quation aux diflf^rences partielles 

dx' ^ dy' ^ dz' ^' . 

et qui possMe en chaque point de la surface une valeur d^sign^e. 

2. Mais le th^or^me de Dirichlet n'enhfeve rien ä l'int^ret qui s'attache 
k la consid^ration du minimum de Si et c'est ä ce sujet que se rapportent 
les r^flexions qui suivent. 
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Le potentiel V de la couche par ragport ä un point M est 

en d^signant par r la distance du point M ä l'^l^ment ds. Posons ensuite 

12, = J^Vmds, 

cn ^tendant encorc Fint^grale k toute la surface; £2i pourra encore se mettre 
80US cette forme 

S2i ^ jj — mds.m*ds\ 

en d^signant par ds* an autre ^l^ment de la surface , par tn! la density sur 
cet ^l^ment et par r la distance entre ds et ds\ 

Si nous d^signons au moyen de la caract^ristique d les variations 
de m et ili et si nous mettons m-\-dfn ä la place de m, nous obtenons 

n, + ^Äi = ff^ {m + dm) (m'+ dm') ds ds\ 
et par suite 

m^ ^ //ydmdsm'ds'+//^mdsdm'ds'+/fydmdsdm'ds. 

Les deux premiers termes du second membre sont ^gaux k Tint^grale 

/Vdmds 

et on a ainsi 

(a.) Jii, = 2yVdmds+jy^dmdsdm'ds\ 

d£2i contient donc une premi^re partie qui est du premier ordre et une 
autre partie qui est du second ordre par rapport aux quantit^s dm. 
Pour rendre £li minimum, nous devons poser 

JvSmds = 0. 

Si la masse est arbitraire, la Variation dm est absolument quelconque et 
on en conclut 

F = 0. 

Si au contraire la masse est donn^e , on a idm d!» = ; multiplions cette 

demi^re ^quation par une constante c et formons T^quation 

ßy-c)dmds = 0; 
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il r^sulte d'un principe du calcul des variations qne cette formnle doit avoir 
lien, quel que soit dm et on obtient ainsi 

V = c. 

Mais pour que Sii prenne efFectivement une valeur minimum, il faut 
de plus que cette partie de cJßi, 

T ^ff-^dmds8nids\ 

soit positive. Or si la masse totale est donn^e et si la density est partout 
positive, i2i a n^cessairement une valeur minimum pour laquelle F= const. 
et pour laquelle toutes les parties de la surface renferment de la mati^re, 
d'apr^s ce que Gauss a d^montr^ (art 31, 32\ En ce cas T est donc 
positif, quelque sigLe que prenne dm en chaque point de la surface. 

(Cette distribution de la mati^re correspond ä un ^quilibre instable 
de la couche, dans la supposition que la surface exerce une r^action nor- 
male qui ne pennet ä la mati^re que de glisser sur la surface). 

Nous avons suppos^ Sm infiniment petit; mais si on multiplie chaque 
Variation Sm par un nombre a tr^s-grand, T est multipli^ par a^. Donc T 
serait encore positif, lors m6me que dm serait fini. On pourrait penser 
d'un autre c6t^ quil faut supposer 

jSmds = 0; 

mais cette condition n'est pas non plus n^cessaire pour que T soit positif. 
En eflfet admettons que T puisse 6tre n^gatif ; comme Texpression 

de T doit devenir positive par la supposition /^mflb = 0, T serait de la forme 

T=T+Efdmds, 

• 

T 6tant positif et le dernier terme qui renferme en facteur la Variation de 
la masse pouvant 6tre n^gatif. Mais si cette forme de T 6tait g^n^rale, 
on Tobtiendrait aussi pour le cas oü la surface s serait une Sphäre; ce qui 
n'a pas Heu. 

Comme £1 est une quantit^ de m^me esp^ce que T, i2 est aussi 
toujours positif. 

L-objection suivante peut 6tre faite ä ce th^or^me: Si Ton met toute 
la masse seulement en deux points de s^ une partie positive dans un point, 
une partie negative dans Tautre point, 12, devient n^gatif. Mais si la masse 
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se trouve dans des points isol^s, la density y devient infinie et on doit sup- 
poser dans le th^or^me pr^c^dent que la density est finie en chaqae point 
de la surface. 

3. Revenons ä T^quation (o.) dont le demier tenne est positif et 
uous en conclaons que i2, devient un minimum V\ pour une niasse donn^e 
qnand V est constant, 2'\ pour une masse arbitraire quand V est nul, quel 
que soit d'ailleurs le signe de la density en chaque point. Dans le second 
cas V est nul dans tout Tespace et on a m = (art. 32). 

Si nous consid^rons ensuite l'expression 

n =^ yiV'-2U)mds, 
nous avons 

dn = dn,-2fudrnds, 

(6.) da = 2f{y-U)dmds+ff-^dmd8dm'ds\ 

Pour obtenir le minimum de i2, nous devons poser 

J[V-U)dmds = 

et nous en concluons d'apr^s un raisonnement pr^c^dent que l'^quation 

(c.) V-U = 

a lieu en chaque point de la surface si la masse est arbitraire et que Von a 

(rf.) V— U = const, 

si la masse est donn^e. De plus les ^quations (c.) et (rf.) correspondent 
toujours ä un minimum de £2; ce que Gauss n'a pas prouv6. 

Je n'ai dömoutr^ que d'une mani^re indirecte que T et Sii sont tou- 
jours positifs. Si on le prouvait d'une mani^re directe, ce qui me paralt 
difficile, il en r^sulterait iram^diatement que le demier terme de Texpression 
(6.) est positif, et en s'appuyant sur le th^or^me de Dirichlet d'apr^s lequel 
V peut 6tre 6gal ä une fonction donn^e sur la surface, on en ddduirait que 
Tint^grale 12^ dans les deux cas d^sign^s ci-dessus, est toujours susceptible 
d'un minimum pour lequel le potentiel F a en tous les points de la surface 
la valeur U ou la valeur U, plus une constante. 

4. V^rifions que la quantit^ 12^ est toujours positive quand on prend 
pour s une sph^re de rayon A. Prenons ä la place des coordonn^es x, y, z 
les coordonn^es polaires R, 6, xp foumies par les ^quations 

a: = Äcosö, y = AsindcosV'^ ä = Äsinösinv^; 

34* 
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pnis d(6veloppon8 la density m par rapport aux fonctions sph^riques ou Y, 
de Laplace qui satisfont, comme on sait, k r^qnation 

nous anrons ainsi 

On a la formule connue 

oü r d^signe la distance du point {R, ö, xp) au point {A^ ff^ \p') de la surface 
de la Sphäre et X^ la fonction 

1.3.5...(2n-1) r n(n-l) , ^(n-.l)(,,-2Xn-3) , l 

1.2...n L'' 2(2«-!)^ "^ 2.4(2ii— 1)(2fi — 3) '^ " J 

avec 

p = cos cos ö'+ sin ö sin ff cos ( v^ — rf/). 

Nous avons pour l'^l^ment de la surface de la Sphäre 

ds = A'&inffdffdip'; 

en nous servant des propri^t^s des y«, nous obtenons 

V = ^Y.fds + -^fxj,d8 + -+^fxj^ds + ^^. 

Si nous faisons dans V R = A et que nous posions 

ds = A'^^inOdOdrpy 
nous aurons 

et en remplaQant F, iw par leurs d^veloppementÄ 

12, = ^nAyiAnA^^^Afv.ds^-^^^AjYlds^^^. 

S2 est positif, puisque tous ses termes sont positifs. 
Nancy, le 19 mai 1878. 
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Table of the values of the first sixty-two numbers 

of Bernoulli. 

(By Professor J. C. Adams. M. A. F. R. S. at Cambridge.) 



In a commnnication by Ohm which appears in Vol. 20, page 11, of 
yonr excellent Journal, the values of the first thirty-one numbers of BemouUi 
are given. Several years ago I calculated, by means of Staudt» theorem, 
the values of thirty-one more of these numbers, and as these have never 
been published and may be interesting to mathematicians , I now send 
them to you. 

The method which has been employed aflFords numerous tests 
throughout the course of the work of the correctness with which the requisite 
Operations have been performed, so that I feel entire confidence in the ac- 
curacy of the results. 

I propose to publish some of the principal Steps of these calculations 
in an appendix to the 22"** volume of the Cambridge Observations , which 
is now in the press. For the sake of convenience of reference, I include 
in the foUowing Table the numbers of Bernoulli which have been previously 
calculated as well as those which have been added by myself. 

I have proved that if it be a prime number, other than 2 or 3, then 
the numerator of the «'* number of BemouUi will be divisible by ». 

This supplies an excellent test of the correctness of the work. 

I have also observed that if p be a prime factor of n which is not 
likewise a factor of the denominator of the «'* number of Bernoulli, then 
the numerator of that number will be divisible by p. I have not succeeded, 
however, in obtaining a general proof of this proposition, though I have 
no doubt of its truth. 
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Numerator. 


Denominator. 


No. 
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Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale auf 

elliptische. 

(Von Herrn Königsberger in Wien.) 



In meiner Arbeit „ttber algebraische Beziehungen zwischen den 
Integralen verschiedener Differentialgleichungen" (Bd. 34, S. 284) habe ich 
nachgewiesen, dass die allgemeinste algebraische Relation *), welche zwischen 
Abehchen Integralen von der Form 

Jyidx, Jyidx, , . . Jyrdx, 

in denen 

yi> y». • • • Vr 
algebraische Functionen von x bedeuten, bestehen kann, die Gestalt haben muss 

aijyidx-jr (hJyidx-\ hOrJtfrdx+u, 

worin Oi, a,.,...ar Constanten, und u eine algebraische Function von x vorstellt. 
Von dieser Relation ausgehend zeigte ich in einer früheren Arbeit 
„über die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperelliptischen Integralen" 
(Bd. 81), dass, wenn zwischen hyperelliptischen Integralen eine Beziehung 
von der Form besteht 

• • • • +/ *'^"' ^^p-' (*' ^W^)) di 

+ • • ^^. . . . . . . V . 

••.+/'*''* FjW {i,}/W{^)di 

= « + ^10g©, + ^jlOgf>2H h^rlOgUr, 

*) Es wurde ausserdem dort gezeigt, dass in eine solche Relation zwischen 
ilbe/schen Integralen die Umkehrungsfunctionen derselben nicht eintreten können. 

Journal för Mathematik Bd. LXXXV. Heft 4. 35 



^74 Königsberger, über die Reduction hyperelliptischer Integrale auf ellipiuche, 
worin 



eine rationale Function von s und VR {i\ 

yki ^ Jm.2 y • • • Af. 

Constanten, 

algebraische Functioneii von 

bedeuten, und zwischen den is- Grössen soviel algebraische Beziehungen 
angenommen werden, das« nur 

^2p^\y • • • *2p+l7 *2p-l? • • • *2p— 1? • • • *2p— 2A+1? • • • Ä^— 2Ä+1 

von einander unabhängig bleiben, — dann auch stets die Beziehung statt hat: 

+ t^+5ilogFi + .-.+Ä,logF„ 

worin die zu je einer Summe gehörigen Integralgrenzen Lösungen von 
Gleichungen des durch die obere Grenze, des Summationszi^ichens gegebenen 
Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grössen 

«^;i-i und* VÄ^iV, «Vt) 
zusammengesetzt sind, und die Irrationalitäten'^ sich mit Htllfe eben dieser 
Grössen rational durch die zugehörige Integralgrenise ausdrucken lassen, 
während 

Uy Kl, ... y^ 

rationale Functionen eben dieser Grössen sind. 

Endlich war noch gezeigt worden, dass, wenn wir eine solche Werthe- 
reihe der ^ und der zugehörigen Irrationalitäten mit 
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Uli yj» • • • yc 

}fR'M, VS^yöi . . . i^Äi (So) 

bezeichnen, wobei unter 

Ä.(y) 

ein Polynom (2o+l)^° Grades ki y v&cBtaaäea wird, während 

die Lösungen einer Gleichung des a*«» Grades vorstellen, deren Coef&cienten 
rationale Functionen von 

«gVi und mi\di%li) 
sind^ welche letzteren Grössen der Kflrze halber mit 

«I und lfR{*t) 
bezeichnet werden sollen — dann auch ein solches Werthesystem stets das 
System von Diferentialgleichungen befriedigen mtiss 



^(y.) iRjy:) VRjyT) }fRM ' 



yr' <^yi , yr^^y» , yr^ ^ F^^i(»,)dt, 



wörm 



Fo(»), Fi(ä), . . . F,_.(ä) 
ganze Functionen (p— 1)*®^ Grades von » bedeuten. 

Nachdem dies vorausgeschickt worden, kann ich mich zu dem eigent- 
lichen Gegenstande der vorliegenden Arbeit wenden. Bei Gelegenheit der 
Untersuchung deijenigen hyperelliptischen Integrale, welche auf algebraisch- 
logarithmische Functionen zurttckflihrbar sind — diese Untersuchung ist in 
den mathematischen Annalen Bd. XI veröffentlicht — hätte ich mir auch 
die Frage nach den auf elliptische Integrale reducirbaren hyperelliptischen 
Integralen vorgelegt und werde jetzt durch eine in den ,,Annalel( de la 
soeidt^ scientifique de Bruxelles^' (1"^ ann^e 1876) erschienene Arlieit von 
Herrn Hermite veranlasst, ein wenig genauer auf diese Frage einzugehen. 

Herr Hermite führt ausser den /aco6fSchen Integralen " 

dz ^ , f zdz 

^z(l - a)(l + o»)(1 + bz)0 - öb^) ^° ^ y»(l-Ä)(1 + aa)(1 + 6Ä)(l-a6a) ' 

35* 
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welche bekanntlich durch dieselbe Substitution 

^ _ (l + a)(i + &)g 

auf die Summe und Differenz zweier elliptischer Integrale 

/dx ^ f dx 

, und / — , 

ya:(l-aj)(l-*«a:) ^ ix(\--x)(\-l^x) 

zurückftihrbar sind, in denen die Moduln &' und P durch die Beziehungen 
gegeben sind 

. _ Va + Vb . _ __j/a--Y6__ 

noch einen andern Fall von hyperelliptischen Integralen erster Ordnung an, 
welche sich auf elliptische Integrale zurttckführen lassen, nämlich 

dx 



f "' = x/- 



• • 



durch die Transformation 

a ' 
und 

Z' . gtfg ^ i /* dy 

J y(»«— a)(85'-6aÄ-6) 2^37 i/pzrs^^Uft 

durch die Transformation 

_ 2z»+6 
y - 3(Ä«-a) ' 

und ftlgt hinzu: „oü est ainsi par induction conduit ä croire, qu'il existe 
pour les irrationelles alg^briques, dont le nombre caract^ristique ordinaire- 
ment d^sign^ par p est sup^rieur ä l'unit^, des cas de reduction de leurs 
integrales aux fonctions elliptiques, dans lesquels les p fonctions de premiöre 
esp^ce seraient exprim^es par autant d'int^grales elliptiques diflf&entes, au 
moyen de p substitutions," 

Ich will schliesslich noch bemerken, dass mir Herr Hermite im Juli 
d. J. brieflich noch ein hyperelliptisches Integral zweiter Ordnung mit- 
getheilt hat, welches auf ein elliptisches Integral zurllckfUhrbar ist, nämlich 

(Qx* — P)dx 

Vaj(12(>a:«— 210Pa;»— 220aj' + 93PV + 18P0a; + 0' — 4?») 

2V3J y/y»^3Py^Q 



ff 
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vermöge der Snbstitution 

* "" i2x(x'—Py 

Ich will nun ganz allgemein fragen, welche Folgerungen man aus 
der Existenz einer Beziehung zwischen einem hyperelliptischen Integrale 

%, yR{z))dz, 

worin f eine rationale Function und Ä(a) ein ganzes Polynom (2p +1)^®° 
Grades bedeutet, hyperelliptischen Integralen niederer Ordnung, elliptischen 
Integralen und algebraisch-logarithmischen Functionen herleiten kann, wenn 
zwischen den Grenzen der Integrale und den Argumenten der algebraischen und 
logarithmischen Functionen algebraische Beziehungen statthaben sollen, und 
darf nach dem, was am Anfange der vorliegenden Arbeit als Resultat meiner 
früheren Untersuchungen angeführt war, als erste Folgerung die bezeichnen, 

dass dann jedenfalls eines der zur Irrationalität VäC«) gehörigen Integrale 
erster Gattung auf ein Integral erster Gattung, welches den in der Relation 
vorkommenden elliptischen Integralen zugehörig ist, zurückgeführt werden 
.kann, oder dass, wenn das zu einer Irrationalität eines der elliptischen In- 
tegrale gehörige Polynom 

(p{x) = (l-a;')(l-c'a;') 
gesetzt wird, 

sein muss, worin x eine rationale Function von ^ und yÄ(a) bedeutet, und 
y y (a?) rational durch Xj is und ^|R (»), also auch rational durch a und iR (ä) 
ausdrückbar ist. Das so reducirte Problem lässt sich aber noch weiter 
vereinfachen. Denkt man sich nämlich *) die Gleichung (a.) nach ^ diffe- 
rentiirt, so wird- vermöge der Beziehungen zwischen a:, iif{x) und ä, >^ä(») 
sich eine Gleichung von der Form ergeben 

in welcher P und Q rationale Functionen von x bedeuten, und da diese auch 

P-QiWi) = 
nach sich zieht, aus dieser letzteren eine Integralgleichung folgen, welche, 
wenn die durch Vertauschung von -M^Ä(ä) mit — V Ä (») hervorgehenden 

*^ Aehnlich wie Abel das allgemeine Transformationsproblem der elliptischen In- 
tegrale auf das rationale reducirt bat; cf. Abel, prScis d une throne des fonctions 
elliptiques, chapitre II, §. 2. 
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Werthe von x und }/<p{x) mit S undVy(^) bezeichnet werden, die Form 
annimmt : 

und die Subtraction der Gleichungen (a.) und (6.) liefert, wenn 

r * dx r^ dx _ /*y dx ' 

gesetzt wird, 

Beachtet man nun, dam, wenn 

gesetzt wird, worin 

d, iy D, D' 

rationale Functionen von is bedeuten, 

,,_ ^lfvC^-t}f9(x) __ (d+d!}fR(^))(D--D'^R^))--{d--d^)/W?Ö)iD + I^ 

und ähnlich 

wird, worin 

f{&) und F(a) 

rationale Functionen von z vorstellen, so wird das allgemeine oben hinge- 
stellte Reductionsproblem eines hyperelliptischen Integrales auf die Auf- 
suchung derjenigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung zurückgeführt 
sein, welche in ein elliptisches Integral erster Gattung derart transformirt 
werden können, dass die obere Grenze des letzteren Integrales sowie das 
Verhältniss der Irrationalitäten sich als rationale Functionen der Grenze 
des hyperelliptischen Integrales darstellen. 

Aendert man nun noch die Constante des elliptisch^ Integrales da- 
durch ab, dass man das Integral 



r^ dx 
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hinznaddirt, so wird, wenn 

n dx /•' dtp _/''*«' 



gesetzt wird, 



t/^(x) 



^^(^)= ~i-7y^ =F.(g)yfl(i) 

sein, worin 

/;(«) und Fi(«) 

rationale Functionen von j9 bedeuten. 

Somit reducirt sich die Untersuchung der Existenz jener allgemeinsten Be- 
ziehung^ die zwischen hyperelliptischen IntegrcUen, elliptischen Integralen und alge* 
braischr-logarithmischen Functionen bestehen soll, wenn zwischen den Grenzen 
der Integrale und den Argumenten der Logarithmen algebraische Relationen statt- 
finden, auf die Aufsuchung derjenigen hgperelHptischen Integrale erster Gattung, 
welche durch eine rationale Substitution auf elliptische IntegrtUe erster 
Gattung zurückführbar sind*). 

Man kann nun zur Aufeuchung der eben charakterisirten hyper- 
elliptischen Integrale erster. Gattung zwei wesentlich verschiedene Wege 
einschlagen ; will man die Grundformen für . die Polynome R (z) finden, 
deren zugehörige Integrale erster Gattung auf elliptische Integrale reducirbar 
sind, so wird man die Betrachtung auf die zu diesen Integralen gehörigen 
Thetafunctionen ausdehnen können und die Relationen für die Moduln dieser 
Thetafunctionen aufsuchen, wenn die zugehörigen Integrale auf elliptische 
reducirbar oder die resp. Thetafunctionen in Thetafunctionen niederer Ord- 
nung und in elliptische Thetafunctionen zerlegbar sein sollen; in dieser 
Weise habe ich mir in einer früheren Arbeit „über die Transformation 
zweiten Grades der ^66/schen Functionen erster Ordnung" die Frage vor- 
gelegt, welche hyperelliptischen Integrale erster Ordnung durch eine Trans- 
formation zweiten Grades auf elliptische Integrale reducirbar sind, und mit 
Htllfe der sich als nothwendig ergebenden Gleichung 

^14(0, 0, Tnj 0, r;,) = 
auf Grund der allgemeinen Sätze, welche ich fttr die Transformation zweiten 
Grades der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung entwickelt hatte, 

*) Eine Verallgemeinerung dieses Satzes für das allgemeine Transformatianspro- 
blem der hyperelliptischen Integrale habe iclf inzwischen in den „mathematisdien 
Annalen^ yerö£fentlicht. L. JST. 
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die nothwendige und hinreichende Bedingung zwischen den Lösungen des 
Pol}Tiom8 fünften Grades in der Form 

(a2-a,)(a3-ai) = (o4-ai)(o6-ai) 
aufgestellt, unter der die dazugehörigen hyperelliptischen Integrale auf 

elliptische Integrale reducirbar sind. Hierzu würde es aber erst genauerer Unter- 
suchungen in der Transformationstheorie der allgemeinen Thetafunctionen 
bedürfen, wie solche von mir über die Transformation zweiten und dritten 
Grades für die Thetafunctionen zweier Variabein früher angestellt worden. 
Ich will daher in der vorliegenden Arbeit einen anderen Weg einzuschlagen ver- 
suchen und zwar den der algebraischen Transformation, in der Weise wie Jacobi 
die Reduction eines elliptischen Integrales auf ein anderes behandelt oder die 
Transformation der elliptischen Integrale auf einander durchgeführt hat. 
Wenden wir auf das Integral 

dx 



/-. 



die rationale Substitution 

an, so ergiebt sich 

/r^dü ,rdr\. 
. . ,x -, ^fur(v^uxv-cW) ' 

und wenn vorausgesetzt wird, dass U und V nicht gemeinsame Factoren 

besitzen, so werden nicht zwei der Factoren 

U, V, V-U, V-c'U 

dieselbe Wurzel haben können; ausserdem wird bekanntlich jede doppelte 

Lösung des Polynoms unter der Quadratwurzel ein Theiler des Zählers sein. 

Beachten wir nun, dass unter der Voraussetzung 

I. m > « 
der Grad des Radicanden 

Sm + n 

ist, und, wenn das hyperelliptische Differential erster Gattung, das zu einem 

Polynom R{z) vom {2p +1)^^^ Grade gehören mag, eine ganze Function k^^ 

Grades {k<ip) im Zähler haben soll, weil 

dz dz 

vom {m + n—l)^^ Grade ist, das I^olynom unter der Quadratwurzel 

m + n—l—k 
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Doppelfactoren besitzen muss, so wird sich daraus die Beziehung ergeben 

2(iii+«-l-*) + 2/>+l = 3m+«, 
oder 

m = «+2(/>-*)-l, 

welche zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der Substitution be- 
steht, wenn der Grad der ganzen Function von z, welche den Zähler des 
hyperelliptischen Integrales erster Gattung bildet, der k^^ sein soll. 

Erwägt man nun andererseits, dass das Polynom unter der Quadrat- 
wurzel auf der rechten Seite der Gleichung (c) 

((1- e'oo) + (6i- c'a,) z + (ft^- Ca,) «'+..•+ {b,- c^a^) a»^ cX+.«-+^ c'a^z'-) 

die willkürlichen Constanten 

Oc), »1, ... a^9 6i, 62, ... b^, c^ 
enthält, deren Anzahl 

m+n + 2 = 2«+2(p-*)+l 
ist, und dass die Festsetzung, dass dieses Polynom 

m-f ii-l-Ä = 2«+2/>-3Ä-2 

Doppelfactoren besitzen soll, bekanntlich die willkürlichen Constanten 
ebensovielen Bedingungen unterwirft, so sieht man unmittelbar ein, dass noch 

*+3 

Constanten willkürlich bleiben. 
Für den Fall, dass 

(IL) m <C «, 
erhält man offenbar 

2{n+m-l^k) + 2p+l = Sn+tn 

oder 

n = iii+2(p-*)-l 

als Beziehung zwischen dem Grade des Zählers und Nenners der in Betracht 
kommenden rationalen Substitution; da ausserdem die Anzahl der Constanten 
derselben 

m + n+2 = 2m + 2{p-'k)+l 
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ist, und das Polynom wieder 

m + n-l-k = 2m+2pSk-2 

Doppelfactoren besitzen soll, so wird die Zahl der übrig bleibenden will- 
kürlichen Constanten wiederum 

betragen. 

Ist endlich 

(m.) m = », 

so dass das Polynom unter der Quadratwurzel im Allgemeinen vom 4m^^ 
Grade wäre und durch das Herausnehmen von Doppelfactoren immer nur 
in ein Polynom paaren Grades übergehen könnte, so muss man, wenn man 
die Existenz der oben charakterisirten Transformation voraussetzt, unter l 
eine der Zahlen 1 oder c^ verstanden, eine Reihe von Beziehungen von 
der Form annehmen 

SO dass der Grad des Polynoms unter der Quadratwurzel der 

wird; bemerkt man femer, dass der Grad von 

da dz 

sich, wie leicht zu sehen, auf den 

(m+A-2)*«n 

erniedrigt, so folgt wiederum die Beziehung 

2(m+A-2~Ä)+2/>+l = 3m+A-l 
oder 

m = h + 2{p-k)-2. 

Nun ist aber offenbar in diesem Falle die Anzahl der willkürlichen 
Constanten 

m + A+1, 

und da die Anzahl von 

m+A-2-Ä 

Doppelfactoren ebensoviel Bedingungen zwischen den Constanten hervorruft, 
so bleiben wiederum stets, abgesehen von den mehrfachen Werthecomplexen 
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der aus den Bedingungsgleichungen folgenden Constanten, 

Ä + 3 
willkürliche Constanten übrig, somit in allen Fällen dieselbe Anzahl. 

Die Anzahl der willkürlichen Conslanten ist unabhängig eon dem 
Grade der Transformation, und wir sehen daher mit wachsendem k oder mit 
steigendem Grade des Zählers des auf elliptische Integrale reducirbaren 
hyperelliptischen Integrales erster Gattung eine grössere Mannigfaltigkeit 
solcher reducirbaren Integrale, so dass schon hieraus gefolgert werden kann, 
dass, wenn ein hyperelliptisches Integral erster Gattung auf ein elliptisches 
Integral redudrbar ist, nicht jedes zu derselben Irrationalität gehörige hyper^ 
elliptische Integral erster Gattung ebenfalls auf ein elliptisches Integral muss 
zurückgeführt werden können. 

Ganz anders verhält es sich, wenn etwa ein zu einem Polynom 
(2p+iy^^ Grades gehöriges hyperelliptisches Integral erster Gattung auf die 
Summe von p verschiedenen elliptischen Integralen reducirbar ist; dann 
folgt offenbar aus dem am Anfange dieser Arbeit angeführten Satze der 
allgemeinen Transformationstheorie, dass es p zu derselben Irrationalität ge- 
hörige hyperelliptische Integrale erster Gattung giebt, welche auf je eins dieser 
elliptischen Integrale zurückführbar sind. Ich komme später noch auf diesen 
Fall zurück. 

Sucht man ein zu einem Polynom {2p +1)^^ Grades gehöriges redu- 
cirbares hyperelliptisches Integral erster Gattung auf, welches im Zähler 
ein gegebenes Polynom des **®° Grades enthält, sucht man also z. B. die 

Fundamentalintegrale erster Gattung 

/ dz r zds rjp-'dz 

welche auf elliptische Integrale reducirbar sind, so wird man die p+2 
willkürlichen Constanten des allgemeinen Integrales erster Gattung so 
zu bestimmen haben, dass die /?—l Quotienten der Coefficienten der einzelnen 
Ä-Potenzen des Zählers gegebene Werthe erhalten, und es werden somit 
im Allgemeinen dann nur drei Constanten willkürlich bleiben. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass aus der für den Grad des 
Zählers und Nenners der Transformation angegebenen Beziehung, welche 
von der Zahl k abhängig ist, unmittelbar hervorgeht, dass auch zu ver- 
schiedenen Fundamentalintegralen erster Gattung mit derselben Irrationalität 
verschiedene Transformationen gehören werden. 

36* 
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Um ZU zeigen, wie man auf dem angegebenen Wege zu den Formen 
derjenigen hyperelliptischen Integrale gelangt, welche auf elliptische redu- 
cirbar sind, wollen wir die Beziehungen zwischen den Coefficienten 

-« M '■2? '■3? '■47 '^S 

in dem hyperelliptischen Integrale erster Ordnung 

da 



/- 



zu ermitteln suchen, wenn sich dieses durch die Transformation des nie- 
drigsten Grades auf ein elliptisches Integral soll zurttckführen lassen; da 
in diesem Falle, wenn m > » angenommen wird, weil Ar = ist, 

m — «+3 
sein muss, so wird man n = zu setzen und somit die Transformation 

auf das elliptische Integral erster Gattung anzuwenden haben, dem wir hier 
die Form 

r ^ 

J y(a:-a,)(a?-a,Xa:-a,) 

geben wollen, um unmittelbar auf das von Herrn Hermite gefundene Resultat 
geführt zu werden ; die willkührliche Constante Oj der Transformation werde 
der Einheit gleich gesetzt, da sie in diesem Falle vor die Quadratwurzel tritt 
Setzt man nun 

£1,,— «1=^, Oo — «2 = 5, fl|)— «3 = ^, 

so folgt 

worin, wenn die Factoren 

a^+a2«^+ai» + ^ und z^+a^z^+aiZ + B 
je zwei gleiche Lösungen haben sollen, die Constanten, wenn 

gesetzt wird, den Bedingungen genügen müssen 

welche wiederum die zwei Beziehungen 

^{Q + R)^2chP und P^a^ = 3^ß 

nach sich ziehen. 
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Das unter der Wurzel übrig bleibende Polynom lautet dann, wenn 
-p vor die Quadratwurzel gesetzt wird, 

iPs + Pth-2Q){Pi + Pa,-2R)(»'+thi'+a,i + C) 
= /«»»+«*(3P'a»-2P(P+Ä))+a'(3Fo|-4Pa,((>+ß)+4^Ä + F'a.) 
+i'{F(^-2P(A{Q+R)+4^QRth + 2P'a,(h-2Pa,(Q+R) + P'C) 
+s{P'a^(^~2Pa^(hiQ + R)+4:QRa^+2P'(hC-2PC(Q + R)) 
+ CP'a\-2Pa2CiQ+R)+4rQRC 
oder mit Benutzung der obigen Bedingungsgleichungen 

i» [»»+ |a,»«+i(o?+7a,)»H(— ^ +2a, 0,+ C)a' 

Da nun 

(i+^){i+-Y) = -^{Pi+Q){Pi+R) = j^{P'i''+P(Q+R)i + QR) 

aus der Wurzel heraustritt, so Mit dieser Ausdruck gegen den Zähler fort, 
und man erhält 

^f äx 



=/; 



worin ai, 02, C drei willkürliche Constanten bedeuten. Da man eine der 
drei Constanten, wenn man nur die wesentlich von einander verschiedenen 
Integrale betrachten will, gleich Null setzen darf, so mögen, um auf die 
fiermt7esche Form zu kommen, die Substitutionen gemacht werden 

«2 = 0, a^^-\ay C=-^; 

es folgt mit Beibehaltung zweier willkürlicher Constanten 
P ix /^ dz 




8 
dz 



(,._o)(,'_jo,__) 
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vermöge der Substitution 

worin noch a^ beliebig, a^, a,, ay hingegen davon abhängig sein werden. 
Da nun 

Oy— «1 = ^, Oj, — «2 = ^, aü-03 = C 

war, so folgt, wenn aj, = gesetzt wird, 

femer ergiebt sich aus den Definitionsgleichungen von P, Q, R 

und mit Hülfe der obigen Bedingungsgleichungen 

oder 

so dass 

«1 = — Ja*, «2 = ia* 

folgt. Es nimmt somit das elliptische Integral die Form an 

i 



1^ ^ 



und man erhält, wenn -^x statt o; gesetzt wird, die gesuchte Beziehung 

dx 






0(2aj:+6) 

vermöge der rationalen Substitution 

a: = • 

a 

um die Form des Integrales 

%d% 



J ^nj. 



zu finden, welches ebenfalls durch eine Transformation dritten Grades auf 
ein elliptisches Integral reducirbar ist, wird, weil ft = 1, also 

m = «+1 

ist, die Substitution zu untersuchen sein 



Königsberger, über die Reduetion hyperellipiischer Integrale auf ellipiische. 287 

und man wird, wenn man berücksichtigt, dass die Constanten drei Be- 

dingungsgleichongen , welche die Existenz von Doppelfactoren anzeigen, 

genügen müssen, und dass ausserdem noch eine Bedingung für dieselben 

dadurch hinzutritt, dass das constante Glied im Zähler verschwinden soll, 

wiederum drei willkürliche Grössen im Polynom unter der Quadratwurzel 

des reducirbaren hyperelliptischen Integrales erhalten, wodurch sich für jenes 

zweite von Herrn Hermite gefundene reducirbare Fundamentalintegral erster 

Gattung vermöge der Transformation 

2a»+6 

X = 



3(»»-a) 
die Beziehung ergiebt 

r »da _ i r dx 

J y(Ä»— a)(8a»-6a«-6) ~ ^i/Sy |/aj»-3aaj-6 ' 

In dieser Weise wird man sich für Transformationen beliebigen 
Grades hyperelliptische Integrale herstellen können, welche auf elliptische 
Integrale reducirbar sind, und es soll jetzt noch untersucht werden, wie 
weit dieses algebraische Transformationsprincip ausreicht, um die Frage zu 
beantworten, ob zu jeder Ordnung p der hyperelliptischen Integrale auch 
solche Irrationalitäten gehören, für welche p verschiedene Integrale erster 
Gattung entweder durch dieselbe oder verschiedene rationale Trans- 
formationen auf je ein elliptisches Integral reducirbar sind. 

Legt man sich diese Frage bei den hyperelliptischen Integralen 
erster Ordnung vor und wendet auf das elliptische Integral 

die rationale Transformation zweiten Grades 



an *), so folgt unmittelbar 



_ _a^±a^__ 



*) Ich wende hier eine Transformation an, flir welche m<^n ist, um direct auf 
den Jacobischen Fall gefllhrt zu werden; würde die Substitution 

1 + M 
zu Omnde gelegt, so würde man zu dem hyperelliptischen Integrale 

{a'\-b%)d% 




s(,_lX,-aXs-/y)(8- ^_^"^_J 



geftlhrt werden, welches, wie aus meiner Arbeit über die TraDsformation zweiten Grades 
(Bd. 67) hervorgeht , ebenfalls auf elliptische Integrale reducirbar ist 
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r dx 

_ r (- o^&ag'— 2o,6,g + g, — ao6, ) da 



und wenn wir die Constante c^ der Bedingung unterwerfen, dass 

1— ^(K)-\' (61 — c'ai)Ä+ 62 «^ 

zwei gleiche Factoren haben soll, oder dass & der Gleichung gentt^ 

(m.) (6,-c'a0*-46,(l-c'£i,.) = 0, 
so wird der Factor 

•'s;(.-^^) 

vor die Quadratwurzel treten und flir jeden der beiden aus (m.) »ich er- 
gebenden Werthe von ^ im Zähler enthalten sein. 

Nennen wir die beiden Lösungen der Gleichung (m.) 

Ci und c?, 

so werden sich flir dieselbe Substitution 

die beiden Gleichungen ergeben 

-..'s;(.-%i) 



/ 



26. '*' 



(a. + a, a)(l + 6. a + &, »•)((! - «.) + (6, - o.)» + 6, »*) 
und 



/- 



es sind somit zwei verschiedene Integrale erster Gattung, welche zu derselben 
Irrationalität gehören, auf je ^n elliptisches Integral zurttckführbar und 
zwar durch ein und dieselbe Substitution. Bringen wir zur Vereinfachung 
dieser Beziehung das hyperelliptische Integral erster Ordnung auf seine 
Normalform, indem wir dem Polynom die Lösungen und 1 geben, 
setzen also 

au = 0, l+6,~ai+6, = 

und führen statt der beiden Übrig bleibenden willkürlichen Constanten die 
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Grössen x und l durch die Beziehungen ein 

80 ergiebt sich leicht 

6, = x+l, 02 = xl, a, = (l+x)(l+i), 
und aus der Gleichung (m.) die beiden Werthe 

^^- (i + x)(i + A)' ^^- (l + x)(l + A)' 

SO dass die beiden oben aufgestellten Beziehungen zwischen den beiden 
verschiedenen hyperelliptischen Integralen erster Ordnung und den elliptischen 
Integralen mit Berücksichtigung des Zeichens die Form annehmen 

i n' dx 



s 



und 

r (jifxk—i)dz 

*U }'i (1 - Z)(l + *»)(1 + *«)(! - *^) 

und zwar vermöge derselben Transformation 

^ _ (l+x)(l + ^> . 

es ist dies das oben erwähnte, von Jacobi gefundene reducirbare hyper- 
elliptische Integral erster Ordnung, und man kann auch auf diesem Wege, 
wenn man noch diejenigen Transformationen zweiten Grades betrachtet ftir 
welche der Grad des Zählers gleich oder grösser als der Grad des Nenners 
ist, die von mir früher als noth wendig aufgestellte Beziehung zwischen den 
Producten der Differenzen der Lösungen des Polynoms fünften Grades Ä(») 
finden, wenn die zugehörigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung auf 
elliptische Integrale reducirbar sein sollen. 

Suchen wir das eben angewandte Princip für Irrationalitäten höherer 
Grade zu verwerthen, und machen also zunächst auf das elliptische Integral 

/dx ^ 
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die gemäss den Mheren Auseinandersetzuugen der Form nach nothwendige 
Transformation 

wenn wir voraussetzen, dass der Zähler des hyperelliptischen Integrales, 
welches zu einer Quadratwurzel aus einem Polynome siebenten Grades ge- 
hört, eine ganze Function zweiten Grades sein und die Transformation zur 
niedrigsten Ordnung gehören soll, so folgt wiederum 



/dx _ I 



^ dz dz y 



i/F(F-tO(F-c'ff) ' 

bestimmt man nun die Constanten 

ö,,, Ol, «27 «37 *17 *2 

derart, dass einer der Factoren 

einen Doppelfactor hat, so wird der Zähler ein Polynom dritten Grades 
werden und 

UV{V-U) 

ein Polynom sechsten Grades, das wir mit 

bezeichnen wollen; setzt man weiter fest, dass 

V-cW 

ebenfalls einen Doppelfactor haben soll, oder dass e^ eine Lösung der gleich 
Null gesetzten Discriminante dieses Polynoms sein soll, so werden, da 
der Grad der Discriminante in c^ der vierte sein wird, und bereits einer der 
sich ergebenden Werthe von c' in der früheren Festsetzung verwerthet 
worden ist, drei Werthe dieser Art 

hervorgehen, welche so beschaffen sind, dass, wenn der nach Absonderung des 
Doppelfactors aus K—c^ü^ übrig bleibende Factor in den drei Fällen mit 

bezeichnet und beachtet wird, dass im Zähler nur ein Polynom zweiten 
Grades übrig bleibt, dessen Coefficienten jedoch mit dem Werthe von c^ 
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variiren, sich die drei Beziehungen ergeben 

r dx _ r («s+ftg + y>0^g 

und zwar vermöge derselben Substitution 

wobei in den Integralen und der Transformation, wie es nach den obigen 

Auseinandersetzungen sein muss, noch fünf Constanten willkürlich bleiben. 

Sei allgemein der Grad des Polynoms des hyperelliptischen Integrales, 

das wir untersuchen, der (2p +1)^, so wird, wenn auf das elliptische Integral 

die Substitution angewandt wird 

_ J7 _ gp+g^g-f o^g'H ha^g* 

worin 

Ar = 71+1, wenn p = 27i, 
und 

Ar = 71 +2, wenn p = 27i+l, 

ist, erstens, wenn 

A: = 7i+1, 

der Grad des Zählers des transformirten Differentials der 27r^, und der 
Grad von 

der (371 + 2)^, so dass, wenn wir wieder c' der Bedingung unterwerfen, dass 

etfiefi Doppelfactor besitzt, woraus sich 2(ä— l) = 27i=p Werthe für ^ 
ergeben, der Grad des Zählers 

27T-l=p-l 

ist, während der Grad des Polynoms unter der Wurzel durch 

371+2 + 71-1 = 471+1 = 2/1+1 
dargestellt ist. 

37« 
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Ist zweitens 

k = 71 + 2, 

so wird der Grad des Zählers des transformirten Differentials der (2^1 +2)^®; 
werden nun die Constanten 

Ol), Qij ... tti^y Ol, 627 ... 0;t-l 

der Bedingung unterworfen, dass einer der Factoren des Polynoms 

UV{V-U) 

einen Doppelfactor besitzt, wird ferner c' so bestimmt, dass auch 

V-c'U 

eine doppelte Lösung hat, wofür sich aus der Discriminante, wenn man von 
dem einen bei der vorherigen Festsetzung bereits benutzten Werthe absieht, 

2(Ä-l)-l = 27r+l=;> 

Werthe ergeben, so wird der Zähler wieder den Grad 

271 = />— 1, 

und das Polynom unter der Quadratwurzel den Grad 

471 + 3 = 2p+l 

annehmen. Bezeichnet man in. beiden Fällen die p in Betracht kommenden 

Lösungen der Discriminante mit 

22 2 

C| , C2 , ... Cpy 

so erhält man mit analoger Bezeichnung wie oben 

/ f dx _ f («i-t-A^H hv.s^^-Qdg 



(I 



I /' d x r («2+A ^H — h^tg^^ -^rfg 



\ r dx ^ r («2^+/?2.i5- 



(a27i+/?27i5H 1-^2.1»''*"')* 



vermöge 



1 + 6,5H — + 6,7»" 



und 
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/ r dx __ r (g , +/g,5 H h v^z^^) dz 

(11.) (-^^ }/x(\^x)(i\-c\x) ^J l'C« -^JC*-^.). ..(3-A3,+3)(3-ir*i^))...(a-K-)) ' 
' J Va?(l-a:)(l-c?,+,x) ^ }^(T=^)(;^ - A J . . . (;s-Ä3;+3)(*-it*C^) . . . («-fi^;j> ,) 



vennoge 

l + 6,« + - + ftrr+l«^-^' ' 

Weiter lässt sich auf Grund dieses algebraischen Transformations- 
princips über die gleichzeitige Existenz hyperelliptischer Integrale erster 
Gattung, welche auf elliptische Integrale zurückführbar sind, nichts aussagen; 
ob die von Herrn Hermite aufgeworfene Frage, die oben näher bezeichnet 
worden, sich auf dem Wege algebraischer Transformation überhaupt beant- 
worten lässt, oder ob sie nur auf Grund einer genaueren Behandlung der 
^-Transformationen erledigt werden kann, bin ich für jetzt noch ausser 
Stande zu entscheiden*). 

Wien, im October 1877. 



*) Ich will Dicht unterlassen, einer interessanten Bemerkung des Herrn Hermite 
Erwähnung zu thun, die mir derselbe nach Kenntnissnahme der vorliegenden Arbeit 
im Anschluss an dieselbe zukommen zu lassen die Güte hatte: 
... La formule de Substitution 

U 

y = -y^ 

pour ia transformation des fonctions elliptiques, donne les relations suivantes (Punda- 
menta pag. 36) : 

V+U = (l + x)A\ 

V^U = (i-x)B\ 
V+kU = (i + xx)^, 
V—kU = ll — xx)D\ 

Multipliez membre ä membre, ces diverses relations moins une, les trois premi^res 
par exemple, ce qui donnera 

(P_t/«)(K+At7) = (i-x'Xi + xx^A'B'C, 

d'oü par consöquent 

et enfin 

|/F(r-f/«XK+At7) = ]V(\^x'X^+xx).ABC. 

C'est donc par Ia formule de Jacobi, formule explicite, Ia reduction ä Tint^rale 
elliptique 

/_ dy 
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des integrales byperelliptiques d^pendant da radical 

Pour le troisiSme ordre en particalier, si vous faites avec Jacobi 

a\a + 2y a(a + 2y a(a+2) 

* " (2a+iy ' ^ ~" (2a + iy ' ^^^^ '^ ~ 2a+i ' 
vous aurez la Substitution 

_ x(i + 2a + a*x^) 

qui donne: 

/• , 'y = (1+2«)/—- ^*-*">^ 
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lieber die Transformation einer gewissen Gattung 
von DiflTerentialgleichungen in krummlinige 

Coordinaten. 

(Von Herrn S. Gundel finget in Tübingen.) 



Im 36. Bande dieses Journals, S. 119, hat Jacobi, theilweise nach 
Lame's Vorgang, gezeigt, dass es zur Transformation der Potentialgleichnng : 

r9'K S^V ß*V 

-^-r+-n-r+-g-r = in beliebige allgemeine (orthogonale oder anorthogo- 
nale) Coordinaten hinreicht, das Quadrat des Linienelements dx^ + dy^ + dz^ 
za transformiren. Diese Eigenschaft der Potentialgleichnng bildet nar einen 
speciellen Fall eines allgemeinen Satzes, welcher, zusammen mit einigen 
daran geknüpften Bemerkungen, den Gegenstand der folgenden Note bildet *) 
und folgendermassen ausgesprochen werden kann: 

Es seien ^o, li, ... ^,; a;,,, xi, ... x, zwei Reihen willkürlicher und 
von einander vollkommen unabhängiger Yariabeln. Femer bedeute V 
eine Function der x,,, Xi, ... x„, und J irgend eine simultane Invariante, 
welche man aus dem Systeme algebraischer Formen der lu , li ^ ... |" ; 

^, + ü + -" + fn, 

bilden kann, indem man die Differentialquotienten 

"ä^' "ö^^ä^' dx,dx,dx„ ' '•• (Ä, '»"»••• = t>,i... «) 



(1.) 



*) Der fragliche Satz ist von mir schon seit längerer Zeit gekannt und unter 
Anderen Herrn Barchardt Weihnachten 1876 mitgetheilt worden. Die Betrachtungen, 
welche dieser Geometer bei der Transformation der Elasticitätsgleichungen (Bd. 76 
dieses Journals, pag. 45 — 58, besonders pag. 51) angewandt, gaben mir Überhaupt die 
erste Anregung zur Aufstellung des Theorems. 



>l 
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als constant betrachtet. Um alsdann die Differentialgleichung J = in 
irgend welche krummlinigen, durch die Substitutionen 

(II.) a?o = yo(pu,ei,...e»\ . • . irn = yi.(eo,pi,...eJ 

definirten Coordinaten zu transformiren , genügt es, in dem Ausdrucke für 
das Quadrat des Linienelementes 

(in.) d4+-+da:^ = euürfpS+2ei,idpürfeiH Ve^ndg] 

die Coefficienten c« zu kennen. 

Beweis. Man erhalte aus (II.) 

dx,, = öüd^o + airfpi-l Va^dQ^, 

' dx^ = STorfpo+gridpiH VgndQn, 

oder, indem man die Bezeichnungen: 



da, -'> dg, 

anwendet und nach den dQ, auflöst: 

(IV^) rdQk = Adxo+B,,dxiA |-G*rfa?,, A = 0, 1, ... n; 

dabei ist wegen (III.): 

und daher nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten 

(VM r" = -2"+ (eu,.Ci,.e22 ... O = E. 

Nunmehr führen wir ein System von Grössen Au , Xj , ... X^ ein, 
welche mit den |* genau ebenso zusammenhängen, wie die dp* mit den 
dxj,; wir setzen also: 

^„ = ai)Xu+aiXi-\ \'a^Xn, 

/yjN /5i = 6o-Xo+6i-XiH h6„A'^, 

oder aufgelöst: 

(VF.) rA* = A?o+Ä*$.+ ••• + <?.*; (Ä = 0, 1, ... »). 
Vermittelst dieser Substitutionen wird gemäss (V.): 

(VII.) .-?. + |^, + ... + ^,^ = e.,.A?, + 26oiA;,A. + .-. + e„,A2, 
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während die übrigen algebraischen Formen des Systems (I.) übergehen 
mögen in: 

(VIP) { ^^ " V,.X\^-2V,,X,X, + .^. + V^^Xl 



Nach der charakteristischen Eigenschaft einer Invariante wird somit das 
fragliche Theorem giltig sein, sobald sich die Fi, F«, F«,,,, ... als Fuuc- 

, dV d'V d'V . , deti . 

tionen der — ^ — , -5—5 — , , ^ ^ ^ — 1 • • • sowie der e«, —^ — dar- 

stellen lassen. 

In Bezug auf die F* erhellt dies unmittelbar aus dem Umstände, dassj 
für irgend eine Function F von aro, ... x^ der Ausdruck 



vermöge der beiden Substitutionen (IL) und (VI.) übergeht in: 



Die Gleichung 

dF = JF 

zeigt auch, dass unter Vermittelung der beiden Systeme (IL) und (VI.): 

(VIII.) '( SV BV dV 

+ ^^(^„) + ^^(AO+- + ^^(X)-) 

ö'F dV 

= ££ ^ — 75 — XiX,„-\-£-^ — ^{X,,). 

Um den Ausdruck ^{X^ ftlr unseren Zweck passend darzustellen, 
gehen wir davon aus, dass nach (VP.) und (VI.): 

C'^m €?(>/« C/ß,;. d(>« dp« 



= ^A^l-^ ö/ + -^i 0/H h— 5 Qih 



*) Man erinnere sich, dass in der ganzen gegenwärtigen Eotwickelung die 
lo, Ij, . . . In als willkürlich und von den Grössen Xk unabhängig angesehen werden, 
während die JT^, ... X» in (VI«.) vermöge der Ak,Bk,,.. die p* im Allgemeinen enthalten. 
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Da jedoch die Summe aj,Ai+bi,Bt-\ hgkGi den Werth r oder Null 

hat, je nachdem k gleich / oder von / verschieden, so wird: 



^^' ^ , ^ft A . , dG, \ dr 



m 



+ 

und daher: 



dg 

dük 



ÖQm 



dQm 



öp, 



dQm 



A,+ -^B.+-. + 4i^G.] = 



ÖQm 



ÖQm 



(* = /), 



dXk _ ^ v ( 4 öa/ , o ö^' 1 X n Sgi 



ÖQm 



= f ^.t^.^+«.^+-+«.^!- 



Diese Gleichung multiplicire man mit r und bringe rechter Hand jedes Product 



•■l^'^+B. 



dem 



dbt_ 



4" • • • + 6» 



dgi 



d. h. 



r. 



«fc- 



düi 



a 



*+i 



... a. 



6i . . . 6 






9i 



Bgi 

^*-' "ä^ ^''' 



nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten und mit Anwendung 
der Symbole 

(K.) ['n=i(-^+^-i^)'). c'=o,....), _ 

in die Form: 



ßmi Ciii • • • ßi)^-.i I Q J ^j;b+i • • • ^Ji» 

6i(j ^11 ... 6ijfe_i I I I Cl,jk+i ••• ^u 



^•11 c«l • • • ^1 



w;fc— I 



ra 



^n^ + l ••• ^nn 



Setzt man weiter mit Herrn Christoffel: 

(IX-) (^[';]+^['r]H-+-^[':])^' = 






*) Wir schliessen uns hier der Bezeichnung an, welche Herr Christoffel in Bd. 70 
dieses Journals S. 48 eingefQhrt. Die \ ^1 sind dieselben Grössen, welche Herr L^- 
schiiz (ibid. S. 78) durch 49,v,m und Riemann (math. Werke S. 381) durch ipi,i^ darstellt 
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80 ergiebt sich 

ax'.) -«- = Airn+x,i':!+...+xi7i-), 

und hieraus wegen der Identität von I " } mit | " { : 

Ueberdiea hat man an Stelle von (VIII.) die Formel: 

welche unter Zuziehung von (X.) sofort zeigt, dass auch 3^V, d*V, ... die 
gewünschte Darstellung zulassen. 

Der nunmehr vollendete Beweis fllr das in der Einleitung ausge- 
sprochene Theorem lehrt gleichzeitig, dass dieses selbst giltig bleibt, wenn 
man dem Systeme algebraischer Formen (I.) noch eine beliebige Anzahl 
Polaren irgend welcher anderen Functionen W, F u. s. w. binzafUgt, und 
ans dem so erweiterten Systeme eine Invariante bildet "**). 

Speciell kann mau fUr W eine beliebige homogene lineare Function 
der a:*; 

W = tt^,a\, + «i j;, + — f-«,«, 

annehmen, so dass vermöge der Substitutionen (VI.): 
worin 



*} Aus dicBer einen Gleichung flieaBOn (n-fO andere, wenn man Stelle der Xi. 
ihre Werthe aus (VI",) substituirt und die CoefficJenten der verschiedenen f» heider- 
seits vergleicht. Man kann dabei setzen : 

Ai_ — A^ _^^_^ Gt _ dn 
r ~~ dXg ' r öx, r " öar. 

**) Nimmt man hierin V = q^, bo kommt man wieder auf Formel (X.). Wird 
V = Xi (i = 0, 1, ... »), 80 verschwindet 3'F identisch, so dass für ein bestimmtes 
Xi die i(n-j-l)(n + 2) DifTerentialgleichungen bestehen: 

Man vergleiche hierüber die eben citirte Arbeit des Herrn Chriatoffel p. 49. 

***) Man kann somit auch eine grosse Klasse purtieller DifTereDtialgleicbungen 
mit mehreren unbekannten Functionen transformiren , sobald man den Ausdruck fQr 
das Quadrat des Linienelementea kennt Es gehören bierber wichtige Differential- 
gleichungfln der mathematischen Physik. 
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Nennt man, wie üblich, jede simultane Invariante der Function dW und 
des Systemes (I.) eine „Contravariante" des letzteren, so lässt sich mit 
Rücksicht auf die schon oben benutzte Gleichung dF = JF der Satz aus- 
sprechen *) : 

Jede Contravariante des Systems (I.) geht vermöge der Substitutionen 

11^ = 3— in einen Ausdruck über , der , abgesehen von einer Potenz der 

dF dV 9'F 

Determinante r, ungeändert bleibt, wenn man die ^— , -^— , -g — g— , ... 

durch die -^— , V^, Vy, ... ersetzt. 

Die vorliegenden Entwickelungen gestatten in der Analysis vielfache 
Anwendungen, auf die ich an anderer Stelle zurückkommen werde. Ledig- 
lich zur näheren Beleuchtung der allgemeinen Methode seien einstweilen 
zwei einfache Beispiele hier angeschlossen, nämlich die Transformationen 

der Summe JS-^-^^ sowie der Ausdrücke für die Hauptkrümmungsradien 

einer Fläche K(a^,a?i, a?2) = const im Punkte x»^ x^ x^. 

Nach der Theorie der Contravarianten und gemäss (VII.) ist 

worin wir der Kürze wegen 

E'^ä^^*»'*^ ^*^ A = 0, 1, ... n) 

gesetzt haben. Für die einfachste simultane Invariante der quadratischen 
Form Zu\ und des Ausdruckes d^V in (XL) hat man daher: 

Man kann diese Gleichung leicht in die Form bringen: 

2:-^ = E^i: ^ ^ J^ ^-, 

da nach (IX^) und (IX.) 



*) Dieser Satz ist in der hier auftretenden Fassung fUr Anwendungen besonders 
bequem. Dem Inhalte nach ist er schon in der Bemerkung des Textes enthalten, dass 
man bei der Bildung einer Invariante aus dem Systeme (I.) dieses um die Polare SF 
erweitern dürfe. 
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Im) . <«^ / ^ ^ dei 



XX^''\ = -i^.,.(^^.„^) 



det 






Wenn insbesondere orthogonale Coordinaten vorliegen, wenn also das Qua- 
drat des Linienelements die Form hat: 

da^,^dx\ + - + dxl = -g-+4eL + ... + -^, 
so wird: 



A! ^ h\ 






(XIIP.) 



E-^ =A,A..A\ 5^;^ ^+".+ ö^^ -)■ 

Um auf das zweite oben erwähnte Beispiel näher einzugehisn, 
erinnern wir daran, dass die Hauptkrtlmmangsradien n und rj einer Fläche 
V[x^) , Xi , x-i) = const. in dem Punkte mit den rechtwinkligen Coordinaten 
ar„, Xx^ X2 durch die Gleichungen gegeben sind: 



dabei sind A, und Aj die Wurzeln einer bekannten quadratischen Gleichung, 
welche beispielsweise in Hessen analytischer Geometrie des Raumes, Vor- 
lesung 30, Formel 9 näher angegeben ist. Dieselbe ist offenbar eine In- 
variante des Systems I und daher, in den Coordinaten p,,, Pu (fi ausge- 
drückt, von der Form: 



*) Cf. Weierslrass, Berl. Monatsber. 1858 p. 214. 
**) Es verdient noch angemerkt zu werden, dass in diesem Falle: 

dXk 1 dht „ hi dhm „ ru^ ^\ 






dQk hk m ÖQni 



i 
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(XIV.) 



Fe, 
Da überdies nach (XIL): 



^01 ^ ^l 



MO ^ ^12 

r j2 A 6i2 
r 22 — A 622 



F. 





= 0. 



t^v.) (£)•+©•+(£)•= ..©-+2. 



öF aK 



dV 



+-+««(^), 



so ist die Aufgabe bereits vollständig gelöst. Durch die Annahme 
V(x,,,Xi,Xi) = Qo geht die Gleichung (XIV.) in die einfachere tlber: 



(XVI.) 



21j 
» 



+len 



i^(f} + ie„ 



= 0, 



SO dass der Satz gilt: 

Die Gleichungen : 

repräsentiren für po = const. eine Fläche , deren Hauptkrümmungsradien 
Ti und r2 in einem bestimmten Punkte pi , ^2 niit den Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung (XVL) durch die Relation verknüpft sind: 

^ v*üo ^ y ^Qo 

Zum Schlüsse sei angeführt, dass man ganz analog aus den Er- 
gebnissen, welche in Hessens ßaumgeometrie , dritte Auflage, S. 445—448 
mitgetheilt sind, das Theorem ableiten kann: 

Die Gleichungen: 

repräsentiren eine Flächenschaar, wenn man dem Parameter po andere und 
andere constante Werthe zuertheilt Damit diese Flächenschaar eine 

Dtiptnsche sei, muss bei Anwendung des Zeichens H an Stelle von (V^,)~^ 
die Bedingung erfüllt werden: 

d^H ill) dB iW \ dH 



l'o'l. 



{^0^1. 



n? 



^12 j 



622) 






1 )de, 

12) dH 



Cft 



rn 4 12) dff_< 12 ) dB 
öp.öj., ( 1 I öp, \ 2 \ dg. 



d*H 



dQ\ 



22) dH 1 22 ) dH 
1 I ö(., I 2 I ö(., 



= 0. 
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Diese Bedingung kann natürlich von deijenigen, welche Herr Weingarten 
in Band 83 dieses Jonrnals S. 11 entwickelt hat, nur formal verschieden 
sein. In der hier gegebenen Gestalt ergab sie sich bei der Lösung*) der 
allgemeineren Aufgabe, die partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
fttr den Parameter V einer Dtipmschen Flächenschaar f{x, y^z) = V in die 
krummlinigen Coordinaten (>,), (ii, (i, zu transformiren. 

Tübingen, Ende März 1878. 



^) Diese Lösung war eine der ersten Anwendungen, die ich von dem allgemeinen 
Transformationssatze gemacht. Im December 1876 habe ich Herrn Fiedler hiervon 
Kenntniss gegeben. 
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lieber Sechsecke im Eaume. 

(Aus den hiDterlassenen Papieren von 0. Hesse mitgetbeilt durch Herrn 

S. Gundelfinger *).) 



\S enn ein Sechseck im Räume die Eigenschaft hat, dass die gegen- 
überliegenden Seiten desselben sich paarweise schneiden, so ist es ein 
Brianchon^QÜit^ Sechseck, das heisst ein Sechseck, in welchem die drei 
die gegenüberliegenden Ecken verbindenden Diagonalen sich in ein und 
demselben Punkte, dem ^rtafscAofsschen Punkte, schneiden. Umgekehrt lehrt 
auch die geometrische Anschauung, dass in jedem Brianchon^ch^n Sechseck 
die gegenüberliegenden Seiten sich paarweise schneiden. 

Dieses vorausgesetzt, wollen wir annehmen, dass die auf einander 
folgenden Ecken eines Sechsecks im Räume durch ihre Gleichungen ge- 
geben seien: 

(1.) F, = 0, F, = 0, ... n = 0, 

deren linke Seiten Ausdrücke von der Form bedeuten: 

(2.) n = hU'\-rik^-{'t,w + »,r. 

Die Bedingung, dass das Sechseck ein ^rtanc/ionsches sei, wird durch die 
Identitäten ausgedrückt: 

(3.) l/;) = PiF, + e4n = p2F, + e5F5 = P3F3+p6Fr., 

wenn wir annehmen, dass ÜJj = die Gleichung des ßrf'afscAonschen Punktes 
sei, und wenn wir unter den sechs Coefficientcn p solche constante Grössen 
verstehen, welche die Gleichungen (3.) zu identischen Gleichungen machen. 
Die geometrische Anschauung lehrt ferner, dass in einem Brianchon- 
schen Sechseck jede der geraden Seiten von jeder der ungeraden Seiten 
geschnitten wird. Deshalb liegt jedes Brianchomche Sechseck mit seineu 



*) In der vorliegenden Arbeit giebt Hesse eine neue Lösung des von ihm vielfach 
bebandelten Problems: Wenn sieben Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung 
gegeben sind, den achten Schnittpunkt zu bestimmen. (Cfr. dieses Journal, Bd. 20, 
S. 307; Bd. 26, S. 147; Bd. 73, S. 370.) — Das Manuscript Hessens war bis auf den 
Schluss im Wesentlichen vollendet und bedurfte behufs der Fertigstellung zum Drucke 
fast nur kleinerer stilistischer Aenderun^en. Einige von mir herrührende Ergänzungen 
sind, für .sich getrennt, am Ende der Abhandlung angefügt worden. G. 
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Seiten ganz auf einem Hyperboloid, dessen Generatricen entweder die ge- 
raden oder die ungeraden Seiten des Sechsecks sind. Ebenso einfach fuhrt 
man auch den geometrischen Beweis des umgekehrten Satzes, dass jedes 
Sechseck auf einem Hyperboloide ein ÄnawcAowsches ist 

Liegt ein Sechseck im Räume, dessen Ecken durch die Glei- 
chungen (1.) gegeben seien, mit seinen Seiten ganz auf irgend einem ge- 
gebenen Hyperboloid (p(XyyyZ,p) = 0^ so hat man folgende zwölf Bedin- 
gungen : 

j 9^1 = 0, (p2 =0, ... 9)0 = 0, 

\(Pll = 0, ¥'23 = 0, ... 9?61 = 0, 

wenn man annimmt, dass 

(Pi = (p{Si,ri,, !;,,&,), (Pi2 -= ^i(p\^2) + r]i(p' {ni) + ^i(p' CQ + ^i<p {^2) etc. 

seien. Denn die sechs ersten Gleichungen drücken aus, dass die sechs 
Ecken des Sechsecks auf dem Hyperboloid liegen, und die sechs anderen 
Gleichungen in Verbindung mit den ersten, dass auch die Seiten auf dem 
Hyperboloid liegen. 

Ist das Hyperboloid, auf welchem das Rrianchomcha Sechseck liegt, 
nicht unmittelbar gegeben, so hat man zwischen den Coefficienten der 
Function (p zwölf lineare homogene Bedingungsgleichungen (4), aus welchen 
durch Elimination drei Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 
der gegebenen sechs Punkte (1.) hervorgehen. 

Ebenso erhält man drei Bedingungsgleichuugen zwischen den Coor- 
dinaten der gegebenen sechs Punkte (1.), wenn man die acht, in Rücksicht 
auf die sechs UnbeTtannteu (f linearen und homogenen Gleichungen aufstellt, 
welche aus den Identitäten (3.) unmittelbar folgen, und wenn man hierauf 
die Unbekannten eliminirt. . 

Diese drei Bedingungsgleichungen zwischen den sechs gegebenen 
Punkten (1.) müssen nach dem Vorhergehenden äquivalent sein den drei 
aus dem Systeme (4.) abgeleiteten Bedingungsgleichungen. 

Wir werden dieses auch analytisch nachweisen, indem wir zeigen, 
wie aus den identischen Gleichungen (3.) die Gleichungen (4.) hervor- 
gehen, und umgekehrt, wie man von dem Systeme (4.) zu den Identitäten 
(3.) gelangt. 

Welches auch die sechs gegebenen Punkte (1.) seien, so kann man 
die zelm Coefficienten in der Function cp immer eindeutig so bestimmen, 
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dass sie den neun ersten Gleichungen (4,) genügen. Denn es sind dieses 
lineare und homogene Gleichungen in Rücksicht auf die zehn Coefficienten. 
Aus diesen neun Gleichungen und den Identitäten (3.) lassen sich dann die 
drei letzten Gleichungen (4.) ableiten wie folgt: 
Wir heben aus (3.) die Identität hervor: 

Wir quadriren jede Seite der identischen Gleichung, entwickeln sie hierauf 
und setzen für die Quadrate und Producte der Variabein die entsprechenden 
Coefficienten der Function cp. Durch diese erlaubte Operation, die wir im 
Folgenden öfters anwenden werden, geht die Identität unter Berücksichtigung 
der neun ersten Gleichungen (4.) in die zehnte nicht identische Gleichung 
(4.) über u. s. w. 

Nehmen wir umgekehrt an, das Sechseck liege auf dem Hyperboloid 
y = 0, so finden die zwölf Gleichungen (4.) statt. Wir wollen nun aus 
ihnen die Identitäten (3.) herleiten, welche, geometrisch interpretirt, aussagen, 
dass das Sechseck ein Brianchomche^ sei. 

Welches auch die fünf Punkte (1)(2)...(5) seien, so kann man die 
fünf Grössen p,, (>?, aj, p4, ps immer so bestimmen, dass man identisch hat: 

(5.) (fiV,-(f,V2 + a,V, + (f,V,-(fsV5 = 0. 

Indem man diese Gleichung der Reihe nach mit Fi, Fj, ... K^ 
multiplicirt und für die Quadrate und Producte der Variabein die Coef- 
ficienten in der Function (p setzt, erhält man die fünf, in Rücksicht auf 
p,, ... pö linearen Relationen: 

pl.O — p2.0 +tf3(y),3 + P4yH-p5y,5 = 0, 

— P2.O +03.0 +p4(/)24-p5 9^25 = 0, 

y,3 — P2.O +03,0 +P4.O --p5^35 = 0, 

yj4 — p2y24+<y3-0 +P4.O -P5.O =0, 

9^15— p2<Pvf5 + ^39'35 + P4-0 — P5.O =0. 

Setzen wir, um die Unbekannten zu bestimmen, die Werthe von p4 und (>^ 
aus der zweiten und vierten Gleichung in die übrigen, so wird: 



(6.) { P, 
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Es ist demnach 

woraus der Werth von a^ folgt: 

aa = 0, 
und zugleich, dass 

(7.) (plA(p2S — (Pl5<P74 = 0. 

Die identische Gleichung (5.) stellt sich demnach also dar: 

(8.) 9iV, + (f,V, = 9,V2 + (fsVs, 
während aus dem Systeme (6.) sich ohne Schwierigkeit ergiebt: 

1 1 

9l = —V^^S^ e5=— 9^13, 

(9.) ( ^ ^ 



(10.) (^ ViaT'ssIPl» 9>13SPl5 ^16^35 

9^14^35 9't5';P.3 

In ähnlicher Weise, wie wir die identische Gleichung (8.) aus dem 
Systeme (4.) abgeleitet haben, können wir auch folgende Identität: 

(11.) (fiV, + g,V, = Q^V.+ QeVe, 

beweisen, aus welcher auf die angegebene Art die Werthe von q hervorgehen : 

1 1 

Pl = — 9^35 , P3 = — 9^15 7 9^14 <P25 = ^15 9*24 , 

fl21 / ^ ' 1 



(13.) 



== l/ 9^*4 94 6 »6« ^ »I4y«6 ^ 9>36 ^«4 ^ 925^^4. 

r fin^z.Vsx ^i^fn 'itz'hs ^UH',1 



'35 
_ ^«4^46 _ y»« ^4^ _ 9t4<Pt6 

Da hier das Verhältniss — den gleichen Werth hat wie in (10.), so setzen 

sich aus (8.) und (10.) die identischen Gleichungen {3.) zusammen, die man 
nun so darstellen kann: 

(14.) U,= ^V, + ^V,= '^V,-\-^V, = ^V, + ^ 
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Das Vorhergehende handelte von einem Brianchon^chen Sechseck 
im Kanme. Jetzt werden wir irgend ein geradliniges Sechseck im Kanme 
betrachten in Verbindung mit einem beliebig gewählten Punkte. 

Die Gleichungen der auf einander folgenden Ecken dieses Sechsecks 
U seien: 

(15.) l/x = 0, f7, = 0, ... üo = 0, 

und die Gleichung des beliebig gewählten Punktes 

(16.) U,, = 0. 

Wir werden annehmen, Uk sei der Ausdruck 

(17.) Uj, = Xi,u+y,f) + ZifD + pj,r, 

also x^, i/j,, Zk, Pk die homogenen Coordinaten des Punktes 11^ = 0. 

Dieses vorausgesetzt, so lassen sich zwölf konstanten l und ju so 
])e8timmen, dass man identisch hat: 

.ü;, = i,u,+ x,u,+,u,u,+,isUs 

(18.) ~ lti2U,+fj,,U,+ k,U,+ ^,U, 

denn setzt man die Coefficienten der vier Variabein u, c, ir, r auf beiden 
Seiten dieser drei Identitäten einander gleich, so erhält man zwischen den 
zwölf Unbekannten l und .a zwölf lineare nicht homogene Relationen, 
welchen man geniigen kann. Wir werden im Folgenden annehmen , . dass 
die zwölf Constanten l und .a demgemäss bestimmt seien. 

ITm das System (18.) für die geometrische Interpretation geschickter 
zu machen, wollen wir mit F, . . . Fij die Ausdrücke bezeichnen : 

mit Rücksicht auf welche Bezeichnung die Identitäten (18.) sich so dar- 
stellen: 

(20.) F, = F,+ F, = F,+ Fs = F3+ F, 

Betrachten wir nun die, durch die Gleichungen F, = 0, ... F« = ausge- 
drückten Punkte als die aufeinanderfolgenden Ecken eines zweiten Sechs- 
ecks F im Räume, so beweisen die Gleichungen (19.), dass die aufeinander- 



'*) [Die Zeichen |]|, [2J u. s. w. beziehen sich auf die am Schlüsse gegenwärtiger 
Arbeit von mir beigefügten Anmerkungen. (?.] 
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folgenden Ecken dieses Sechsecks V in den aufeinanderfolgenden Seiten 
des Sechsecks U liegen, d. h. dass das Sechseck V dem Sechseck U ^n-- 
beschrieben ist. Aus den Gleichungen (20.) ist zu ersehen, dass jede der 
drei Diagonalen des Sechsecks V durch den Punkt l/j, = geht. Das 
Sechseck V ist demnach ein Brianchomche^ Sechseck im Räume. Es lässt 
»ich leicht construiren. Denn legt man durch den gegebenen Punkt l/„ = 
drei gerade Linien, von denen jede ein Paar gegenüberliegender Seiten des 
gegebenen Sechsecks U schneidet, so werden die sechs Schnittpurikte auf 
den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U die aufeinanderfolgenden 
Ecken des Sechsecks V sein. 

Da das Sechseck V ein Brianchomchen ist, so kann man nach dem 
Hyperboloide (p = fragen, auf welchem das Sechseck liegt. Dazu dienen 
die zwölf Gleichungen (4.), von denen man gesehen hat, dass sie nur die 
Stelle von neun Gleichungen vertreten. Sie sind in Rücksicht auf die 
Coefficienten in (p linear und ergeben durch Auflösung die Verhältnisse 
der zehn Coefficienten in cp ausgedrückt durch die Coordinaten der sechs 
Punkte V. 

Auf diese Weise ist das Hyperboloid (p = dargestellt vermittelst 
der Coordinaten der sechs Punkte F, die nicht unmittelbar, sondern in 
secundärer Linie durch die sieben gegebenen Punkte £4 bestimmt sind. Es 
ist jedooh nützlich, das Hyperboloid cp = durch die Coordinaten der sieben 
gegebenen Punkte U direct auszudrücken. 

Zu diesem Zwecke ersetzen wir in den sechs ersten Gleichungen (4.) 
die Coordinaten der sechs Punkte V durch ihre Werthe aus den Identitäten 
(19.) und erhalten: 

Ajfp(l)+;t, l,(p{12)+ l](p{2) = 0, 
lii](p{2) + ft^,Un(p{23) + iul(p[3) = 0, 

A^(p(3)+ A3 ^4Vl34)+ kl(p{4.) = 0, 

(21.) ; . 

i."lv(4) + /^4l'5y(45) + ^.5^(o) = 0, 
'4(p{o)+ kr, Aeiy(o6)+ ll(p{6) = 0, 
.<«oy(6j + /^r..^j^(61)+/^'y)(l} = 0, 

wenn wir nämlich mit y(l), y(12), ... die Ausdrücke bezeichnen: 

(f{l) = (f{x,y,ztpi\ (p{l2)==x,(p'{x2) + yi(p'{y,) + "*+p,(p\pi). 
Das zweite dem genannten Zwecke dienliche System von sechs Relationen 
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geht in ähnlicher Weise aus den sechs letzten Gleichungen (4.) hervor. 
Diese Relationen lassen sich jedoch durch das angegebene System (15.) 
in eine angemessenere Form bringen. Um gleich auf die gewünschte Form 
zu gelangen, schlagen wir folgenden Weg ein. 

Durch die Verbindung je zweier aufeinanderfolgenden Identitäten 
in (19.) gehen die sechs Gleichungen hervor: 

mhU^ — f^^hU^ = F4i5-F5//5, 

Quadrlren wir beide Theile dieser Gleichungen und setzen hierauf 
für die Potenzen und Producte der Variabein u, c, w, r die Coefficienten 
der Function y, so verschwinden mit Rücksicht auf die Relationen (4.) die 
rechten Theile der Gleichungen. Man hat deshalb: 

lllul(p{S)-lili^Kus(p{3b) + ll/il(p(p) = 0, 

Es lässt sich auch das System (21.) in ähnlicher Weise ableiten aus den 
Identitäten (19.) unter der Voraussetzung der Relationen (4.). Denn quadrirt 
man beide Theile der Gleichungen (19.) und setzt hierauf für die Quadrate 
und Producte der Variabein die entsprechenden Coefficienten in der Function 
(fy so erhält man gerade das System (21.) *). 



*) Setzt man A, : Ä^ = — (p : g), fi.^ : A*3 = -^(^ • Ov also 

(A,^,):(A,^3) = p:r, 

so nehmen die beiden ersten Gleichungen (21.) und die erste Gleichung (22.) die 
elegante Gestalt an: 

p'q>(\)'-pqq>(l2) + q'ff(2) = 0, 
(7X2)-9r<;p(23)+rX3) = 0, 

r>(3)~rp(/>(31) + pVKl) = 0. 
Ich weiss aber aus dieser Form keinen weiteren Nutzen zu ziehen ^^l 
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Die zwölf Gleichungen (21.) und (22.) sind nichts anderes, als die 
Relationen (4.) in einer anderen Gestalt. Da diese Relationen (4.) aber 
nur die Stelle von neun unabhängigen Gleichungen vertreten, so gilt das- 
selbe von den Systemen (21.) und (22.). Letztere dienen dazu, die Coef- 
ficienten der Function (p in linearer Weise zu berechnen als Ausdrücke 
der Coordinaten der gegebenen sieben Punkte ÜI, , 17, , . . . 14. Die Co- 
ordinaten des Punktes I/„ gehen nämlich in die Grössen k und fi ein, wie 
sie durch die Identitäten (18.) definirt sind; oder deutlicher ausgedrückt, 
die Coordinaten der sechs Punkte t/j , l/, , ... f/o sind direct enthalten in 
den Grössen y(l), . . . y (12), . . . und indirect, zugleich mit den Coordinaten 
des Punktes J7!), in den zwölf Coefficienten l und /ll der Identitäten (18.). 

Wir wollen nun in allen aufgestellten Gleichungen die Grössen 



Aj , A2 , 


Aß, 


."17 


^,, 


,«6 


verändern in 










1 1 


1 


1 


• 

1 


1 



A.9(i) ' kM2) ' ••• A,rK6) ' f^M^) ' f^M^) ' **• itieVCe) ' 

und die veränderten Gleichungen geometrisch interpretiren. 

Es filUt zuerst in die Augen, dass durch die genannten Veränderungen 
die Gleichungen (21.) und (22.) ihre Gestalt beibehalten. Die Identi- 
täten (19.) werden übergehen in: 

rO)=z: IL I ^a T/m ^3 I ^4 1/(5) ^5 ■ ^6 

(24 )( ~ ^'"^^^^ ^'"^^^^ ' "" ^''^^'^^ ^''^^^^ ' ~ ^'"^^^^ ^'"^^^^ ' 

wenn wir annehmen, dass li , ry, , Ci , ^1 übergehen in §^'^, ??^*^, C^*^, d^*^ und 
K,, V;, ... in r^'\ F^'V... Da nun die Systeme (21.) und (22.) äqui- 
valent sind mit den Gleichungen (4.) vermittelst der Identitäten (19.), die 
Relationen (21.) und (22.) aber ungeändert bleiben, so verändert sich das 
System (4.) vermöge der Identitäten (24.) in 

l 9)(') = 0, ip^'^ =0, ... <p^^^ = 0, 
^^^•^ j (^(^2) = 0, (f^''^ = 0, ... </)^''"> = 0, 
wenn wir festsetzen, dass y^*^ = y(^^'\ ^^^\ ^'\ ^^*0? 

Diese Relationen sagen aus, dass die Punkte r^*^ = 0, ... F^*^^ = die 
aufeinanderfolgenden Ecken eines zweiten Sechsecks F auf dem Hyper- 
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boloid y = sind. Da diese Punkte aber, wie die Identitäten (24.) be- 
weisen, auch auf den Seiten des Sechsecks U liegen, so sind sie nichts 
anderes als die zweiten Schnittpunkte der Seiten des Sechsecks U mit dem 
Hyperboloid. 

Auch das zweite Sechseck V ist ein ßrtai^cAonsches. Man wird daher 
sechs Grössen (>\ p^^\ ... so bestimmen können, dass man identisch hat : 

(26.) U, = p^'^ V'^ + p(*> F^*^ = p^'> F^'> + p^'^ V^'^ ~ p(^) V^^^ + p^'^ F^'^ ; 

dabei wird 1/7 = den Punkt darstellen, in welchem sich die Diagonalen 
des zweiten Brianchon^c\ie\\ Sechsecks schneiden. 

Die analytische Bestimmung der sechs Coefficienten p^*^ in der ein- 
fachsten Gestalt unterliegt noch (einigen Schwierigkeiten. Bevor wir daran 
gehen, wollen wir die bisherigen Ergebnisse in Form eines Satzes kurz 
wiedergeben : 

„Wenn im Räume irgend ein Sechseck U und ein Punkt üi, gegeben 
ist, und wenn man drei gerade Linien zieht, welche die gegenüberliegenden 
Selten des Sechsecks paarweise schneiden, so sind die Schnitti)unkte auf 
den aufeinanderfolgenden Seiten des Seclisecks U die aufeinanderfolgenden 
Ecken eines J?naiicAo«schen Sechsecks F, dem der ßnawcAo»sche Punkt 
f/„ zugehört. Das einbeschriebene Sechseck F bestimmt unzweideutig ein 
Hyperboloid, auf dem es liegt. Dieses Hyperboloid wird von den Seiten 
des gegebenen Sechsecks U überdies noch in sechs Punkten geschnitten, 
die in derselben Reihenfolge die Ecken sind eines zweiten, dem gegebenen 
einbeschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden J?na»cAowschen Sechs- 
ecks F mit einem J?ria»cAonschen Punkte t/7.'' ^^'^ 

Es bleibt nun iioch übrig, die Coefficienten p in den Identitäten (26.) 
durch die Coordinaten der sieben gegebenen Punkte f/o , ... l/i, auszudillcken. 
Diesem Zweck dienen mannichfaltige Relationen, die jetzt entwickelt 
werden sollen. 

Wir quadriren die identischen Gleichungen (20.) und setzen hierauf 
fUr die Quadrate und Producte der Variabein die Coefficienten in der Function 
(p. Dadurch erhalten wir mit Rücksicht auf (4.) die Relationen: 

Multiplicirt man dagegen die Gleichungen (20.) nach einander mit den 
Functionen F1...F6 und ersetzt die Quadrate und Producte der Variabelu 
durch die Coefficienten in der Function y, so erhält man mit Bezug auf 
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die zuletzt abgeleiteten Gleichungen 

(27.) (p (0) = 9,4 = (p75 = 9^30 = </^l3 == ^24 = ^'35 = </^40 = 9^51 = ^02*)- 

Nach (9.) — (13.) drücken sich die gesuchten Grössen p^^^ so aus: 

' p<^> = — (f^^\ p^^> = — w^''\ ü^'^ = — (X.^"\ 

■^ ~ r (^(l3)<^(35)y(Sl) = ^(13)<^(I5) == <^(15)<y^(35) = <^(13)<-^(35) 

(24)a>(46) a(^*)aiC'6) r^06)«,(46) 



(fy*-*j(pK'^j (pK''*j q,K*»ß ff 



C^(»*)<y,(35) r^(^5)<p(l3) ,^(3<i)g^(15) 

Man sieht, dass es sich hier schliesslich darum handelt, die 9 Grössen 
q)"^ durch die Coordinaten der sieben gegebenen Punkte. U,y...UQ auszudrücken. 

Zu diesem Zwecke kehren wir zu unseren identischen Gleichungen 
(19.) zurück. Indem man je drei aufeinanderfolgende unter ihnen combinirt, 
leitet man ohne Schwierigkeiten folgende Identitäten ab: 

^3/^4^2 — /^3,*^4^3+ W3^4^'4 = f^2^4^3f^2 + ^3^5^4Ü5, 

(^«7«) \ 

ht^aV;^ — /^5 f^G Vs + /^s h Vc, = fl^.Uf, Is U^ + ff 5 1^1 k Vi , 
l^xM Vs— h K 1^0+ hf^lVi^ hk .^C t/54- ^6^2/^ V^i 

Man kann in diesen Gleichungen die Veränderungen (23.) machen, 
wenn man gleichzeitig die F,, Fj, ... verändert in die F^*\ F^''\ ...; 
denn man erhält dadurch Gleichungen, die in einer ähnlichen Behandlung 
aus dem Systeme (24.) hervorgehen. 

Aus den Formeln '(29.) ergeben sich nun folgende Werthe ^"^^ der 
gesuchten Grössen: 

,o. xy " *J*49>(1)?>(4) ' ^ " i^>W'C^)9>(ö) ' ^ " KK^Ci)^(ß) ' 

(30.) { 

^ ^>:sp(i)v(4) ' ^ KK^p(2yf(p) ' ^ "" A*»(3)^(6) ' 



*) Diese Relationen ergeben sich auch unmittelbar aus (9.) — (13.), da in dem vor- 
liegenden Falle die Factoren q^^ q^, ... sämmtlich der Einheit bleich sind. Gleichzeitig 
ersieht man, dass die dort mit X : /tt bezeichnete Grösse ebenfalls den Werth Eins hat. 
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und zwar in folgender Weise. Wir quadriren die erste der angeführten 
Formeln und setzen hierauf flir die Quadrate und Producte der Variabein 
die Coefficienten in der Function cp. Wir erhalten derart mit Rücksicht 
auf das System (4.): 

Macht man in dieser Gleichung die Veränderungen (23.) und lässt zugleich 
f/)i3 in y^*'^ übergehen, so ergiebt sich: 

Eliminirt man endlich aus beiden Gleichungen die Parenthesen, so hat man 
die erste Formel in (29.) etc. 

Setzen wir die Werthe aus (30.) in (28.), so wird 

/Q1 \ _ __ I ^1 ^a • " ^6 ^ . rsi 
^ '^ m - fA,(i^...fi^ II ' 

aus eben jenen Gleichungen geht noch hervor: 

,,(14) _ ^;^»;y ( 0)y'(3)y'(6) p,^ 
^(25) ^ ^;^»:y(0)y'(0y'(4) 

(32.) / Imüg)^^^ ' 

^ lmn(p^^^ ' 

77 (/)(*> = (p{l).(p{2)....(p{G). 

Substituirt man endlich die Werthe von (30.) und (31.) in .(28.), so hat 
man die gesuchten Verhältnisse der sechs Grössen q^^\ . . . p^^'^ in den 
identischen Gleichungen (26.). 

Es bleibt jedoch noch eine Schwierigkeit zu überwinden übrig, 
nämlich die Bestimmung des Vorzeichens in der Gleichung (31.).^^ 



Anmerkungen. 

[1]. (S. .308.) Diese Formeln sind hier nach der im Manuscript ursprünglich 
beabsichtigten Darstellung mitgetheilt. Später sind dieselben von Hesse durch die fol- 
genden ersetzt worden: 

V, = Q, A, V, +ft K U. + Q.f^. V,+Q,iA, U, 
= Qtf^i U, + e,A*3 V, + ft A, U, +Q, A, U^ 
= ^3 K U, + Q, K U,+Qsf^, V, +g,fi^ U,. 

Es war dadurch eine Reihe von Veränderungen bedingt , unter denen ich namentlich 



Hesse, über Sechsecke im Räume. 315 

die neue Gestalt des Systeüis (20.) hervorhebe: 

Obgleich durch diese Gestalt die Symmetrie mit dem System (24.) gewahrt wird, so 
glaubte ich mich doch der ursprünglichen Darstellung als der übersichtlicheren an- 
schliessen zu müssen. 

[2]. (S. 310). Die elegante Gestalt, welche Hesse den Systemen (21.) und (22.) 
giebt, hat eine einfache geometrische Bedeutung. Irgend ein Punkt P in der durch 
die Punkte 1, 2, 3 gelegten Ebene (£) hat bekanntlich Coordinaten von der Form: 

Dabei kann man ;c, q, j als die trimetrischen Coordinaten des Punktes P in Bezug 
auf 1, 2, 3 als Fundamentalpunkte betrachten, wenn man nur den Einheitspuukt 
passend bestimmt. lu veränderlichen Dreieckscoordinaten je, 9, 3 wird dann irgend eine 
Gerade der Ebene E durch eine Gleichung von der Form repräsentirt: 

U]C + ö9+tog = 0, 

während die Schnittcurve des Hyperboloids <]p = mit der Ebene E analytisch ge- 
geben ist durch: 

?>(0;:' + 9>(12);ri) + (p(2)i)' + ... + 9)(3)ä' = 0. 

Die Gleichungen der drei Punktepaare, in welchen die drei Seiten 12, 23, 31 des 

Coordinatendreiecks das Hyperboloid 9 = treffen, sind in laufenden Liniencoordinaten 

u, t), xo dargestellt: 

?>(0ö*-y(12) t)u + g>(2)u' = 0, 

9)(2)m'-<p(23)ti)ö + g)(3)ö' = 0, 

9)(3)u'- 9)031 )uti) + g)(l)tt)' = 0. 

Die im Texte mitgetheilten Formeln Hessen sagen also aus, dass diese drei 
Punktepaare eine gemeinsame Tangente mit den Coordinaten (p"' : ^"^ : r~^) haben, 
oder, was das Gleiche, dass diese sechs Punkte auf zwei Geraden vertheilt liegen. 
In der That befindet sich die durch die Punkte F, = 0, K, = gelegte Generatrice 
des Hyperboloids mit der Geraden 23 in der Ebene E, hat daher mit 23 einen Punkt 
gemeinsam. Ebenso schneidet die durch die Punkte KO = 0, F^^^ = (cfr. 24) 
gehende Generatrice die Gerade 23 in dem Punkte, welcher dieser Geraden und dem 
Hyperboloide noch weiter getneinsaäi ist. 

[3]. (S. 312). Dieses Theorem, in Verbindung mit dem von Hesse in Bd. 73 
dieses Journals S. 371 mitgetheilten, zeigt, dass sämmtliche Entwickelungen der vor- 
liegenden Arbeit sich im Grunde auf die Untersuchung der acht Schnittpunkte dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung beziehen. 

[4]. (S. 313). Die Systeme (30.) — (32.) sind unverändert dem Manuscripte ent- 
nommen, welches dabei die in Anmerkung [IJ erwähnte spätere Darstellungsweise 
befolgt. Bei den hier gemachten Annahmen kann man jede der sechs Grössen 9, 3, 

y,^, ... durch y(0) ersetzen. 

l 
[5]. (S. 314). Nach der Anmerkung des Textes zu (27.) ist — = 1. 

[6]. (S. 314). Mit Anwendung des Zeichens 

p = ^ vm 

• - A,A,.,.i./t,|»,...^,9>(l)()f,(2).,.y(6) 

40» 
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wird das System (32.) besser ersetzt dureh: 

9)('^) = A3U>»'(3)9*(6).P, 

Aus (28.) folgt nämlieh zunächst: 

(a.) {<p(^*)g)('«)g)W}« = /7</)W, 
worin 

Quadrirt man femer die Identitäten (26.) und ersetzt die Quadrate und Produete der 
Variabein durch die entsprechenden Coefficienten der Function q>, so erhält man: 

Dieses System, zusammengehalten mit der letzten Relation (a.) und mit (28.) des 
Textes, giebt: 

lmq>(7) = g)0*).g)('5)^(3fo 

und daher: 

(c.) {lmq>(l)y = /7(^'S 
oder nach (30.) 

_ 5p!(0) 

{A,A,...^,^,^,.../w,9)(l)<jp(2)...9)(6)P 
Da ausserdem gemäss (6.) 

q>'* = <p(7): ^0)^(4;, 

so wird nach (28.) und (30.): 

g^m = {9)(7)/m}:|(^05)^(34)j 

d. h. wegen (c.) 

= l]llul,*lq>\S)q>\ß)P. Q. E. D. 

Vermittelst Multiplication der Grössen FO und VW in (24.) kann man ftlr (]p('*) den 
weiteren Ausdruck ableiten: 

^04) = y(14) »(25) y(15) y(24) 

"^ ^.^,9'(1)?>(4) "^ A./*,9)(2)<)P(5) "^ A,^,y(l)v(5) ■*" i,^.<)P(2)g)(4) ' 

und so durch Vergleichung das Vorzeichen von P bestimmen. 
[7]. (S. 314). Gemäss (28.) ist 

l _ g)(«*)<p(2ti) 

V" g)('3)(p(«'i 
und daher mit Rücksicht auf das System (30.) und das Ergebniss der Anmerkung [6] : 

/ ___ , ^i ^1 ^8 ^4 ^5 i _ . 



^ ~ i^l>t M'i ^4 f*5 M'ß 

dabei muss das Vorzeichen mit demjenigen von P in Anmerkung [6] übereinstimmen. 
Tübingen, Anfang April 1878. 
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Sur la partition des nombres. 

(Note de M. Faä de Bruno k Turin.) 



l/epuis les travanx A' Euler et de Paoli *) on savait que le nombre 
de maiii^res de fonner le nombre j», in6me avec r^p^tition, en prenant r 
^l^ments parmi les nombres 1, 2, 3, . . . n, est ^gal au coefficient de afz'' 
dans le d^veloppement de la fonction 

et que le nombre des Solutions en . nombres entiers de T^quation 

(2.) 0^X1+02X2+ '" + a^x^ = p, 
oü »1 , 02 , 03 , . . . a„ sont des nombres donn^s , est ^gal au coefficient de 
x^ dans le d^veloppement de la fonction 

(3.) :- • 

La premiöre question revient ä la seconde en imposant aux nombres Xi^Xj^ ... 
la condition de satisfaire k T^quation 

(4.) x^ + X'2 + X2-{ hXn = r, 

et en supposant 

a, = 1, »2 = 2, öj = 3, ... a„ = n. 

On d^montrera facilement que le coefficient cherch^ dans Z est ^gal ä 

Quant ä la seconde question M. Sylvester a trouv^ {AnncUes de Tortolini, 
T. 8, 1856) qu'en appelant p une racine primitive de y^— 1 = et W^ le 

coefficient de — dans le d^veloppement de 

V 



(6.) 



n^nt 



g^e 



le nombre des Solutions est egal ä la somme 

(7.) w, + W,+ W, + -' 

. *) Voir les notes de Brioschi dans les annales de Tortolini, tome 7, page 303; 
tome 8, page 5. 

**) Le Symbole \xp] signifie le coefficient de xp dans la fonction qui suit 
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r^gl^e (Vapres certaines coiiditions qu'oii peut voii* daiis la note cit^e, 
M. Brioschi eii reprenant la premiöre question, a trouv^ que si Ton pose 



C8-) V'(a.) = ^)-, 



(9.) 



^m — 



1 



tili 



,m 7 



la valeur de s,,, d'ailleurs est fournie par r^quatiou 

. .. = l+£(f )+£(-|-)+- + £(f ) 

oü par ^(-f-) ou entend un nombre = /, =0 selon que m est ou non 

multiple de /; et en appelant «, ß les racines de f{x) = 0, y (o?) = , le 
nombre C^ de mani^res de former le nombre p avec les nombres 0, 1, 2, 
3, . . . w pris r k r, est founii par la formnle 

8,-1 ... i 

«2 «1 — 2 . . . 



(10.) 1.2.3...j9C^, = 






*p— 1 ^p—2 Sp-3 ^^-4 
^p *//-3 */i-2 *p-3 

Mais les lougs calculs qu'exigent ces formules rendent presque iuu- 
tiles les efforts n^anmoins si admirables des g(5om6tres qui les ont donn^es. 
C'est pourquoi je me suis propos6 de simplifier la Solution de ces questions, 
et je crois y avoir r(5ussi par les nouvelles formules qui suivent, et qui 
d'ailleurs auront Tavantage d'etre utiles dans d'autres recherches. 

Je reprendrai d'abord les ^quations qui servent ä trouver le d^ter- 
minant (10.), k savoir *) 

C, = «1, 

2C, = C,8, + s,, 

(11-) (sc, = C,8, + C,8,+S,, 



pCj, = C^-i«i + Cp-2«2 + Cp_3«3H l-Ci«p_i4-«p- 

En les comparant avec les ^quations connues qui relient ensemble les coef- 



*) Voir pour de plus amples dötails ma Theorie des formes binaires. — Paris 1 876, 
cbez Gauthter Villars. 
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ficients avec les sommes s des puissances semblables des racines 

Si + a, = 0, 



on voit que le Systeme (11.) 7 d'oü Ton d^duit la valeur de Cp, se r^duit 
au Systeme (12.), en supposant a, = C,, et que les nombres + / se changent 
en — /. Or si Ton exprimait le coefficient Op en fonction des s är Taide de 
la fonn'ule connue 

^^^•^ ^^ = ^ (W.)»- C^^"T>^ ^'^^ ""M ' 

sous la condition 

(14.) i| + 2i, + 3Ä3 + --+pip = p, 
il n'y aurait qu'ä y changer +/ en — /, ce qui nous foumirait 

comme nous avons ddjä annonc^ dans notre Theorie des formes binaires, 
page 157. 

La formule (15.) est d6jk un pas important de fait dans la question. 
Mais on peut pousser plus loin la simplification. 

A cet effet observons que tonte expression de la forme 

sous la condition (14.) peut se transformer ainsi 

(17.) P = -j~^[af][(^+a,x+a,x' + '- + a^afy, 

en supposant que fJ{p) d^signe la factorielle 1.2.3...p, et que [af] d^signe 
le coefficient de a^ dans ce qui suit, et qu'apr^s le ddveloppement de la 
puissance p on change J' en 1.2.3...I. 

Si en effet on cherchait ce coefficient selon les voies ordinaires et 
en se rappelant la rfegle du d^veloppement des puissances polynomiales^ 
on trouverait pour ce coefficient Texpression suivante 
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80U8 la condition (14.). Si donc on adopte de changer S^ en 1.2.3...At,, 
011 verra qu'en divisant par Uip) cette expressiou on retombe sur la valeur 
^nonc^e de P. 

Ell appliquaiit ce proc^d^ k la formule C^ (15.), on trouvera 

(19.) C, = ^[af][dJr^x+^x-^+\x'+^..-vfaf]- 

Mais il y a plus. On sait qu'en appelant aj , a, , fXj , ... a^ les sommes 
des puissances semblables des racines de T^quation 

(20.) a?'' + aia?'-* + a2a?""'+--- + an = 0, 

on a g^n^ralement en posaiit y = — *) 

(21.) a,y + ^f+^y'+^^. + ^y^ = _log(l+a,y + a,y'+-). 

Si Ton obserye donc qu'en vertu de la relation (9.) la somme indiqu^e 
dans le second menibrc (19.) apr^s d peut se repr^senter ainsi 

en remarquant que dans notre cas les o appartiendraient aux fonetions 

(21*.) l.x + ^a.'+-'-a.H...+ -J-a. = log^, 
ce qui (Vailleiirs se voit directement, car puisque 

fix) ^ n(x - a) ^ °'^0~V / 
en d^signant par n et n les degr^s de f(x) et V^(a:), on aura 

~^^Sa„. "^ m/S- ma"' ' 

OU 

(22.) log-^ = log -^ + -S'-^ a:^ 
Ainsi, si Ton suppose que les demiers termes soient =1, comme cela a 



*) II est Bous-entendu que ron arretera le d^veloppement du deuxiöme membre ä yf. 
On peut voir pour cette formule Touvrage cit6, page 5. 
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lieu dans notre cas, il viendra 



Alors la formule (19.) deviendra 

f(x) 

et en rempla9ant -^^ par sa valeur, on aura cette formule fondamentale 

(24.) C, - jj^ [af] Id + log (i^^)(^_^a) (^_^,) J • 

S'il s'agisäait de trouver le nombre des invariants ind^pendants de degr^ r 
appartenant k une forme de degr^ n, en appelant Vj^^C^,-- Cp_i ce nombre, 
on anrait 

En proc^ant de la m6me fagon on trouverait que le nombre Wp des So- 
lutions enti^res et positives de l'^quation 

0^X1+02X2-] |-a,a?» = p 

est foumi par la formule 

r^snltat extrSmement plus. simple que celui (6.) de Sylvester, qaöiqae ex- 
tr^mement remarquable par la profondenr des vues qa'il r^vile. 

Exemples. .1. Fonnale (24)* Soit n = 6, r = 3, p = 6; on anra 

= Hö[15-24a + | + Ji^) + 20.6(V+i+12) + 15.2(^+Y) + 6.Y+l] 
= 6. 

C. Q. F.- T. 

n. Formule (25.). Soit « = 4, r=2, p = — = 4;on aura 

= ^V(12+ 12) = 1, rinvariant quadratique. 

C. Q. F. T. 

Journal fOr Mathematik Bd. LXXXV. Heft 4. 41 
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III. Soit I» = 4, r = 3, /> = ^ = 6. On anra 

_ —120 + 7204-120 _ . 
~ 720 ~ ^' 

k savoir rinvariant cubique 

IV. Si Ton ajoutait d'apr^s la formule (24.) ä la parenth^se — log (1— x\ 
on retrouverait le nombre 5 des termes de cet invariant. On aurait en effet 

+ 6/7(l)V+l] 
= _i_[_576 + 640 + 810 + 405 + 270+1440 + 160 + 405+45+i] = 5. 

V. Soit r^quation 

2xi+3a^+bx2 = 8 
trait^e d^k par Brioseki d'apr^s Sylvester apr^s de longa calctils. On aura 

= -^|87/(7)i + 28/7(6)(Y+l + 2)+5677(5)(| + 3)+70CT^^^^ 

En g^n^ral si Ton avait 

2xi + 3x2+bxz = p, 
on anrait 

Et pour calculer d'apr&s la m^thode de Syhester le ff^^ on aurait k sommer 
les valeurs que voiei: 

*) On a Bupprimö le facteur (1 — x^) comme superflu. 
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W. = - A |4K(Ji±i)-10£(^)+6E(JlfL)+£(^)], 

valeurs qui ä elles seules exigent d6jä beaucoup de calcüls pour y arriver. 
Les formules (19.) et (22.) permettent de dövelopper n'importe quelle 

d(x) 

fonction rationnelle — r-y , car on peut toujours faire en sorte que le terme 

log — de la fonnule (22.) soit nul,. en pr^parant convenablement les 

fonctions. Ainsi on a ce th^or^me g^nöral: 

y^Le coeffident de af dans le diveloppement de la fonction 

e(x) ^ tf,(x)g,(a?)... 
(o(x) a),(a?)a)j(x)... ' 

est expiimä par 

(27.) 'laf][S+log '^■(-f.O.-y.C;)- ?, 

^ ^ n(j))^ -'L «i(«)«8(«)«,(a?)... J 

Prfenons Texemple le plus simple ö(a?) = l, cü(a?) = a— a?, et cherchons le 
coefficient de rr* que nous savons = -v • En posant 

1 _ 1 i 



a — X ^4 ^ 

a 
^ 

il suffira de dövelopper et Ton trouvera 

1- — 
a 



_^Mp+,„,/_J_\T = ^M[,+^+ J^+^+j^]' 



= A|^ + 6^(t + H + 4a(J)+li^= 6 + 3+^+6 + . J^ 



1 



a* ' 



11 1 

donc le coefficient sera 



a a* a* 
Supposons ö(a?) = sina:, a){x) = x; cas auquel 

sino? wrf-i ^' V 



on aura, par exemple, pour le coefßcient de x^ de 



X 



M^ = wM.['+^i»«(i-w)J- 



ir(p) 

41* 
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Pour p = 4 le coefficient de af sera 
en ne tenant compte qae des termes ntiles. Et en se rappelant qae 



6 ' - • 1» ' 81 ' 90 ' 

il viendra pour ce coefficient 

^L""18Ö"'^"36"J'^~^*^"^^^^^^'^ 1.2.3.4.5* 

C. Q- F. T. 

Les exemples qui pr^c^dent suffiront pour öclaircir et v^rifier les 
formules (24.), (25.) et (27.), qui ^tablissent des propriöt^s nouvelles dans 
la partition des nombres. Seulement uous ajouterons que si les nouvelles 
formules seront toujours plus avantageuses que celles connues JusquMci, en 
pratique il sera souvent plus pr^f^rable de recourir ä la recherche directe, 
dans le calcul par exemple de C^, du coefficient de n^ dans V'(^). 

Ainsi dans le cas de l'exemple V., on aurait 

m 

= [a^]-f-^-(l4-a;+aj'+2a^+2aj*+«' + iO, 

1 •"• SD 

ce qui foumit imm^iatement le nombre 5. 
Prenons par exemple la fonction 

sin 



lux • /^ x^ \ 



et cherchons le coefficient de x^. On aura 



et en se rappelant qu'en posant 

111 

on a 

ö2-*7i, Ö4- i. 2.3. 4. 5. 3 ' ^^^ 1.2.3.4.5.6.7 3 ' 
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il viendra en ne gardant que les termes utiles 

^ n(6)"v 7:9 "^*"*'*/ "*" 1.2.3.4.5.6.7 ' 

comme cela doit 6tre. 

La fonnule nouvelle 

peut s'^tendre ä nn nombre quelconque de variables de la mani^re que voici. 
Puisqu'on a 

■ • 

si Ton appliqoe le Symbole [y''] de chaque cöt^, en sopposant qae v soit 
maintenant une fonction de x, y, il viendra > 

* [a*»«] [(?+((? 4- log V)'?. 



En observant que ^^^=IT{p'), on a encore 
et il viendra indiff^remment 

Notons en passant que le second membre de la formule 

qui revient ä celle-ci, comme nous avons vu, 
pent-Stre mis sons la forme 
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puisque par le Symbole [x^] les paiBBanceö supörieores ä af devienneut inu- 
tilcö. Mais e^''^'^' = ip; aiiisi ou est reconduit au premier membre, ce qui 
donne encore ä posteriori uue confirmation de iiotre principe. 

On aurait pu ainsi partir de cette ideutit^ pour ^tablir notre formule; 
mais eil laissaiit intact tout ce qui pr^cMe, on aura l'historique de la 
question et la fagou dont le nouveau algorithme s'est pr^sent^ ä Tesprit*). 

Turin, mai 1878. 



*) II s'ensuit räciproquetnent quo toute partie limitöe d'uge exponentielle peut se 
mettre sodb la forme symbolique x C^ + logV^)^? transformation qui poorra Stre 
utile en plusieurs cas. 
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Ueber die Anzahl der Werthe einer ganzen Function 

von n Elementen. 

(Von Herrn E. Netto.) 



Merr Bertrand war der Erste, der hinsichtlich der Frage nach der 
Anzahl der Werthe, welche eine Function von n Elementen annehmen könne, 
allgemeine Theoreme aufstellte. Er zeigte: 

1. Jede Function eon n Elementen hat für die verschiedenen Permu- 
tationen derselben y wenn i}>>4 ist, mindestens n Werthe, falls die Function 
nicht altemirend oder symmetrisch ist, d. h. siwei oder einen Werth hat. 

2. Hat eine Function eon n Elementen n Werthe, so ist sie, ausser 
fUr i} = 6, nach n—l der Elemente symmetrisch. 

3. Jede Function von n Elementen, welche mehr als n Werthe besitzt, 
hat, falls n>>7 ist, mindestens 2» Werthe. 

Zu diesen Sätzen fügte Herr Serret noch den folgenden hinzu: 

4. Jede Function ean n Elementen, welche mehr als 2n Werthe besitzt, 

hat, falls 11 > 12 ist, mindestens ^^V^^ Werthe. 



2 

. Herr C. Jordan endlich fasste diese 4 Theoreme als besondere Fälle 
eines allgemeinen Satzes auf: 

ö. Ist k eine feste, n eine veränderliche ganze Zahl, so lässt sieh für 
die letztere eine untere Grenze angeben, oberhalb deren eine Function von n 
Elementen, die nach n — k derselben symmetrisch oder altemirend ist, weniger 
Werthe hat, als eine solche, bei der dies nicht der Fall ist. 

Es liegt in der Natur der Sache, dass der Beweis eines so allge- 
meinen Satzes für die Auffindung wie für das Verständniss nicht ohne 
mancherlei Schwierigkeiten sein kann. Daher mag es denn auch gerecht- 
fertigt erscheinen, für die einfachsten Sätze, wie die ersten der obigen vier 
es sind, selbstständige, eigene Beweise zu beanspruchen: der Apparat für 
jenen allgemeinen ist eben hier erdrückend und macht die Folgerungen 
unübersichtlich. Ich habe deshalb für die nachfolgenden Untersuchungen 
den Weg gewählt, die einfacheren Fälle zuerst unabhängig von der allge- 
meinen Theorie möglichst kurz nachzuweisen. Dann wird mittels eines 
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Satzes, welcher das bis dahin gebrauchte Princip hervorhebt, die vorliegende 
Frage auf eine andere reducirt, deren Zusammenhang mit der unsrigen bis- 
her noch nicht angegeben ist. 

Es wird sich nämlich zeigen, dass die Anzahl der Werthe einer 
Function in engem Zusammenhange mit der Klasse der zu ihr gehörigen 
Gruppe steht. Die Klasse euier Gruppe • aber giebt die geringste Zahl der 
Elemente an, die durch eine Substitution der Gruppe umgesetzt werden. 
Hierdurch ist daim die Verbindung mit den Untersuchungen ttber den Grad 
primitiver Gruppen, welche eine gegebene Substitution enthalten, hergestellt 

§ 1. 

Es möge eine ganze Function F(a?i, o^a, ...o:,) der n Elemente a?,, 
X2^...Xn gegeben sein. Diejenigen Substitutionen unter den x, welche den 
Werth von F nicht ändern, bilden eine Gruppe G; die Anzahl ihrer Sub- 
stitutionen, d. h. die Ordnung der Gruppe G sei r; die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von F sei q. Dann ist r.p = «!. Wir nehmen nun an, diese Anzahl 

p sei kleiner als n; dann ist r = — Xn— 1)!. Unterdrückt man daher in 

den Ausdrucken aller Substitutionen #i, «2, ... «r der Gruppe G irgend ein 



Element, z.B. a?i, so erhält man wieder rX«-!)! Substitutionen zwischen 
a?2, a?3, ... a?». Diese werden jetzt freilich keine abgeschlossene Gruppe 
mehr bilden. Es giebt aber nur («— 1)! von einander verschiedene Substi- 
tutionen zwischen den »n— 1 Elementen a?2, 0:3, ... x^; folglich werden in 
unserem Systeme von rX»— 1)! Substitutionen einander gleiche vorkommen, 
d. h. G enthält Substitutionen, die sich nur durch die Stellung des einen Ele- 
mentes Xi von einander unterscheiden. Es sind diese entweder: 

8i =^ "• X,tX\Xx.,.X^Xy,,,^ 82 = '•• XjtX),,»X^XiX^.,,^ • 

wo 81 und 82 in allen nicht angegebenen Elementen übereinstimmen, und dann 
bilden wir 

O ^^ 81 • ^2 ^~ \Xg Xgf Xi ) 

und sehen, dass G auch eine Substitution a. von nur drei Elementen enthält ; 
oder es sind die Substitutionen: 

oj ^^ * * • it?^ Xi X)^ * * . 7 ^2 ~~ ' * * Xfg X'i • * . , 

wo 82 das Element Xi nicht enthält, und dann wird 

Es ergiebt sich also: Hat F tceniger ah n Werthe^ 80 enthält die Gruppe G 
entweder eine Sub8titution a = {x„XhXc) oder r = {x„Xf,). 
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Allgenommen, die Gruppe G enthält a^ix^XiX:^. Dann ist es zu- 
erst ersichtlich, dass sie transitiv ist, d. h. alle Elemente mit einander ver- 
bindet. Denn gehörte a?i nur zvl ,X<in mit einander verbundenen Ele- 
menten, so gäbe es höchstens i!(ii— i)!<<(fi— 1)! Substitutionen. Zweitens 
ist ersichtlich, dass G primitiv ist, d. h. dass keine Eintheilung derart 
unter den Elementen besteht, dass jede Substitution alle Elemente eines 
Systems gleichzeitig durch die eines und desselben anderen ersetzt. Denn 

gäbe es a derartige Systeme zu — Elementen, so beständen höchstens 

— a\\—)\ Substitutionen d. h. <(«— 1)!, falls «> 4 oder a>2 ist Es giebt 

also in G Substitutionen, die einige der Elemente x^^ x^j x^ ungeändert' 
lassen oder unter einander versetzen, während sie die anderen dieser Ele- 
mente durch neue or«, ... ersetzen; s sei eine solche Substitution. Dann 
giebt es auch Substitutionen a' = *~'a« = (x^rc^a:^), bei denen mindestens eins 
der Elemente zu den früheren a?,, 0*2, x^ und sicher eins zu den neuen a?4,... 
gehört. Hätte man in o' = ix^x^Xs) zwei neue Elemente, so könnte man 
(T, = a^'^aa' = (xiXiX^) bilden, welches nur ein neues Element enthält. Giebt 
es ausser den Elementen o^i, ... x^ noch andere, so erlangt man durch die 
Primitivität ebenso ein (a?! 0:20:5) u. s. w. Das Bestehen von 



... 



(0:, 0:20:3), (0:10:20:4), (0:10:20:5), 

beweist aber, dass die Gruppe G altemirend ist. 

Enthielte G die Substitution t = (0:10:2), so folgte wie soeben, dass 
falls 11 > 4 ist, die Gruppe transitiv und primitiv sein muss. Es gäbe dann 
also die Substitutionen 



... 



(o:,o'2), (0:10:3), (o:,o:4), (o:,o:5), 

und ihr Bestehen beweist, dass G. symmetrisch ist Wenn jedoch « = 4 ist, 

könnte — al^ jlXn— 1)! sein, nämlich fUr a = 2, und dann brauchte 6 

nicht primitiv zu sein. Dann mUsste es jedoch ausser (0:10:,) noch eine der 
beiden Substitutionen, welche die Transitivität hervorbringen werden, nämlich 

(^1^3) (^2^4) oder (0:10:30:2X4) 

geben. Beide liefern aber mit (0:1 0:0) zusammengenommen dieselbe Gruppe, 
so dass es gleichgültig ist, welche von beiden man wählt Die Substi- 
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tntioneii dieser Gruppe sind 

1; {XiX2)\ {x^x^)] {xiX2){x2X^)] (xix^ohx^)] {xiX^X2Xi); 

(a?, xi) {X2 x^) ; (a?! x^) (a?2 x^). 
G ist also von der Ordnung r = 8, und daher ist p = 3. 

Hierdurch ist also bewiesen: 

Eine Gruppe von n Elementen hat ji»! oder n\ Substitutionen, fcdls 

sie mehr als (n— 1)! Substitutionen besitzt. Ausgenommen ist die Gruppe G 

des Grades 4 und der Ordnung 8, welche aus den Substitutionen 

Si = {xi Xi)^ «2 = (a?! 0:3) {Xi Xi) 
entsteht. 

Oder auch: 

Eine Function von n Elementen, welche weniger als n Werthe besitzt, 
hat zwei oder einen Werth. Für n = 4 giebt es aber eine Function von drei 
Werthen. 

§.2. 

Wir untersuchen jetzt, wann eine Function von n Elementen n Werthe 
haben kann. In diesem Falle ist r = (n—l)!. Unterdrückt man also wieder 
ein Element, z. B. ar,, so erhält man (ä— 1)! Substitutionen zwischen den 
II— 1 Elementen a?2, x^j ... x^. Sind unter diesen einander gleiche, so 
kommen wir auf die Fälle zurück, dass G entweder ein (x^Xf,) oder ein 
(XaXf,Xc) enthält. Diese geben aber nach den Deductionen des vorigen 
Paragraphen keine hierher gehörigen Gruppen. Es stimmt also das durch 
Uixterdrückung von Xi entstandene System mit der symmetrischen Gruppe 
der n—1 Elemente a?, , a?3 , ... x^ überein. 

Steht nun Xi in G mit keinem Elemente a^a , ... x^ in Verbindung, so 
ist G mit der symmetrischen Gruppe von x^^ ... a;„ identisch. 

Steht a?, mit irgend einem der Elemente ar^ , ... a?^ in Verbindung, 
so mit allen, da die übrigen Elemente transitiv mit einander verbunden 
sind. Da nun unser zubereitetes System die Substitution {x^x^ enthält, so 
kommt in G vor eine der Substitutionen 

{XiXz)] {xiXiXz) resp. (Xiarja:,); (a?i a:4) (a?2 a^a). 
Die ersten beiden Möglichkeiten führen auf Früheres zurück. Es bleibt 
also nur zu betrachten übrig, dass G « = (a?, .T4) (a^j arj) enthält. Ist «^7, 
so enthält das System ohne x^ ein (a?3a:4aj5a:oa?7), also G entweder auch 

(xj a?4 a^s Xq Xt) oder (a:, x^) (a?3 x^ Xs a?c a:?), 
oder (a:ia;3a:4...a?7), resp. (x, a:4a?5...a?3), (a?i a^s . . . a?4), (X| a:« . . . «5), {XiX7.,,x^). 
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Enthielte G erstens 

8 = {xi x^) {x2 x^) und t = ( j?3 X4 Xs XqXj\ 
so auch 

y = «■"*<« = {x2 Xi Xs a?f, 0^7) ; «// = y * /y = (a?3 X4XQX^ X2) ; 

X^(p.y^^=^(xiXs X2) (a?3 ajfi) (a?4a?7) ; ;e' = (a?! a?2 a?*). 

Das wäre aber nicht möglich, ohne dass G alternirehd wäre. — Enthielte 
G femer' 

8 = {Xi X4) {X2 X^) und / = {Xt Xa) {X2 X^ XsXcXt)^ 

so auch 

t' = {x,x,). 

Das würde nur möglich sein, wenn G symmetrisch wäre. — Enthielte G 

endlich 

8 = (o:, 0:4) (0:2 0^3) 
und eine der Substitutionen 

/i = (xi 0^3 a?4 . . . a?;) , I2 =^ {XtX^Xs,,,Xi)^ 1^ = {xiXsX^,..X\)j 

h = {XiXqXt..Xs)^ ts = {XiXtX^...Xo)^ 

so auch die entsprechende der Substitutionen 

8^1 = {Xi x-i x^ x^) (a?2 x^Xi}^ « /? = (oj, x^ x^ Xq) {X2 Xs x^) , « /? = (a?i XiiX^x-,) {X2 XsX^) , 

8^= {Xi X(i x^ a?3 X2) {Xi Xt) , 8tl = {X2X^ Xi) {Xs Xj). 

Alles dieses ist aber unmöglich, da gewisse Potenzen dieser Substitutionen 
nicht in G vorkommen können,. ohne dass nach dem vorigen Paragraphen 
G entweder altemirend oder symmetrisch würde. Eine nicht nach «—1 

« 

Wertken 8ymmetri8che n-werthige Function giebt es also für n ^ 7- nicht. 

Aber auch für 11 =5 ist dies nicht möglich; denn e = 5 fordert r= 4!. 
In unserem zubereiteten Systeme ist nun t=^{XiX^X2X^ vorhanden. G darf 
aber keine Substitution der Ordnung 5 enthalten, da sonst r durch 5 theil- 
bar wäre, also kann in G das Element x^ nicht zu / treten; / kommt also 
ungeändert in G vor; folglich aber auch 

[8. tf = [(Xi X^) {X2 Xi).{XiX^X2 Xs)f = {x^Xi). 

Ebenso wenig ist es für i* = 3 ; 4 möglich. Wir sehen also : 

Ist die Ordnung einer Gruppe des Grades n gleich (it— 1)!, so ist die 

Gruppe identisch mit der symmetrischen Gruppe ron n—1 Elementen, Eine 

Ausnahme ist nur für it = 6 möglich. 
Oder auch: 
Eine Function von n Elementen^ welche n Werthe hat, ist nach n—l 

Elementen symmetrisch. Eine Ausnahme ist nur für n = ß möglich. 

42*.. 
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Den Nachweis dafür, dass es für » = 6 wirklich eine Ausnahme- 
grappe giebt, und dass diese durch die Substitutionen 

bestimmt i^t, übergehen wir ebenso wie die weiteren Specialfälle, deren 
Beweise schon complicirter werden. 

§.3. 
Zum allgemeinsten Satz.e übergehend, nehmen wir an, eine Function 
hätte weniger als n{n—l)...(n — h+l) Werthe, d. h. es wäre 



ni 



dann hätte man, da p . r = 11 ! ist, gleichzeitig 

Unterdrückt man daher in allen Substitutionen der zur Function gehörigen 
Gruppe G die k Elemente Xi, a?2, ... a?*, so erhält man ein System von 
Substitutionen des Grades »— &, welches mehr als («---*)! Substitutionen 
enthält. Dies ist aber, da es für n—h Elemente nur (n— &)! von einander 
verschiedene giebt, nur möglich, wenn unser System gleiche enthält. Daraus 
folgt, dass unter den Substitutionen von G solche vorkommen, die sich nur 
durch die Stellung der k Elemente x, , ... x^ unterscheiden. «, und S2 
seien zwei solche; dann kann das Product «, .«r^ nur Elemente a?, , a?,, ... x,, 
oder solche enthalten, die in $^ oder «, einem jener k Elemente vorausgehen. 
Denn gehört x^ nicht ta diesen Elementen, so enthält «1 wie «2 die Folge 
...x^Xß,.. und daher ist a?„ in dem Producte 

nicht enthalten. Es kommen daher in G Substitutionen von nicht mehr als 
3* Elementen vor. Nun müssen diejenigen Substitutionen einer Gruppe, 
welche möglichst wenige Elemente enthalten, regulär sein, d. h. sie müssen 
in allen ihren Gyklen gleich viele Elemente haben, da sonst eine Potenz 
dieser Substitutionen, Ohne gleich Eins zu werden, weniger Elemente ent- 
hielte. Wir haben also den Satz: 

Ist für eine Gruppe des Grades n 



n\ 



so enthält dieselbe reguläre Substitutionen von nicht mehr als 3ft Elementen. 
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• §.4. 

Es möge jetzt k eine feste, n eine veränderliche gegen k grosse 
ganze Zähl bedeuten. G sei eine Gruppe des Grades », welche nach 
«— Ä Elementen symmetrisch oder alternirend ist; H eine andere Gruppe 
gleichen Grades, welche mehr Substitutionen besitzt als G. Es soll dann 
gezeigt werden, dass H mindestens auch nach n—k P^lementen symmetrisch 
oder alternirend sein muss. 

Die Anzahl der Substitutionen von G ist ein Vielfaches von («—&)! 
resp. i(fi— Ä)!; wir setzen daher 

r = 6(fi-&)!r', . 

' wobei 6=1 oder = | ist. 

Ist H nicht nach »— & Elementen transitiv, sondern zerfällt sie in 
transitive Theile von m, , m?, ••• Elementen, wo iii,+m,-] — = «, mi<Cn — k 
ist, dann wird die Ordnung r, von H 



mi!m2!...^(-^)!(-^)! 



sein. Daher ist für hinlänglich grosse n in diesem Falle r, kleiner als r. 
Es muss daher H nach « — &+x Elementen transitiv sein, wo 
x = 0, 1, ... & sein kann. Dann zerfttUt jede Substitution von H in zwei 
Theile, einen solchen, der nur jene n — k + x Elemente umfasst und einen 
solchen, der die übrigen k-^x umstellt. Die Ordnung der Gruppe H kann 
daher nicht grösser sein als das Product aus den Ordnungen zweier Gruppen 
Jffi und ff?; ^i'ist dabei aus denjenigen Theilen der Substitutionen zu- 
sammengesetzt, welche die n—k + x Elemente enthalten: ihre Ordnung sei 
fj; Ä2 aus denjenigen Theilen der Substitutionen, welche die ttbrigen k—x 
umfassen: ihre Ordnung ist höchstens (&— x)!. Daher ist die Ordnung r^ 
der Gruppe H , 

r, ^r,.(&— x)! 

Unserer Annahme nach soll r, > r werden, also wird 

{n-k)l *•'' 



sein müssen. Nnn ist e gleich ^ oder 1, (_k—x)l höchstens gleich A!, also, 
wenn n hinreichend gross ist, » 



2Ä!* ^ '' 2k\ 
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Soll daher die Ordnung von H diejenige von G übertreffen, so muss es 
eine transitive Gruppe H^ von n- k-\-x Elementen geben, deren Ordnung 

ist. Diese Gnippe enthält also nach dem vorigen Paragraphen Substi- 
tutionen von höchstens 3(&+l) Elementen.. 

Femer ist H^ primitiv; denn die Ordnung einer nichtprimitiven Gruppe 
vom Grade n—k+x, deren Elemente in a Systeme zerfallen, ist höchstens 

Enthält aber eine primitwe Gruppe eine Substittdion von 3 (Ar 41) ßte- 
menten, so umschliesst sie, falls ihr Grad eine gewisse Grenze überschreitet j 
die altemirende Gruppe sämmtlicher Elemente. 

Es ist also Hl und daher auch U nach mindestens ebensovielen 
Elementen alternirend, als G es ist, und so folgt der allgemeine Satz: 

Ist k eine feste^ n eine veränderliche ganze Zahl, so giebt es für die 
letztere eine untere Grenze, oberhalb deren eine Function von n Elementen j 
die nach n—k derselben symmetrisch oder alternirend ist, weniger Werthe 
besitzt, als eine solche, bei der dies nicht der Fall ist, 

§5. 

Es scheint jetzt nur noch Eins erledigt werden zu müssen: die Fest- 
setzung der Grenze für n. Das soll aber nicht geschehen. Denn einnial 
ist eine solche* allgemeine Bestimmung ziemlich illusorisch, da sie fUr jeden 
speciellen Fall unbrauchbar ist; andererseits hängt diejenige, um die es 
sich hier handelt, von einer anderen ab, so dass zwei Unsicherheiten sieh 
häufen würden; endlich gewinnt, wie sich wohl eben gezeigt hat, die 
Beweisführung durch Hintansetzung jener numerischen Untersuchung so 
sehr an Einfachheit, dass es besser erscheinen möchte, bei einer Übersicht- 
liehen Deduction zu verbleiben. Ich ziehe es daher vor, den im vorigen 
Paragraphen benutzten, von Herrn C. Jordan aufgestellten unä zuerst in 
diesem Journal Bd. 79, S. 248 — 257 bewiesenen Satz mit* allen den Ver- 
einfachungen des Beweises zu reproduciren , die sich aus der Anwendung 
des eben ausgesprochenen Princips y-geben. 

G sei eine primitive Gruppe, welche eine Substitution s von der 
Primzahlordnung p mit q Cyklen enthält. • 
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s, s, 8\ . . . seien die verschiedenen , in G enthaltenen s ähnlichen 
SubstitutioYien. Die aus ihnen gebildete Gruppe H wird durch jede Sub- 
stitution von G in sich selbst transformirt. Da G primitiv ist, muss H 
transitiv sein. 

Wenn gr>l ist, zerfallen die Elemente von s in einzelne unter 
einander nicht verbundene- Systeme; ai, Oj», ... Op sei eins derselben. Nun 
kann man,^ da H transitiv ist, eine Substitution «i so wählen, dass in der 
allenfalls noch intransitiven Gruppe («, «O ein Systdm a,, ch^ ... Op^« von 
Elementen auftritt. Denn dazu ist nur nöthig, dass Si eins der Elemente 
Ol , ... Op mit irgend einem nicht in dieser Reihe befindlichen verbindet 
Ebenso kann man «j so bestimmen, dass die Gruppe («, «i, 82) ein System 
äi, €hi ... «p+o> ••• ^p+a-^a, enthält, u. s. w. Man erhält also schliesslich 
eine Gruppe r = («^ «, , «^ , . . . O 7 welche ein System a, , 02 , ... a^ enthält, 

wo ^>^-^-2 — sein soll. Dazu ist nur nöthig, dass ff^^g-^ p ist, 

da ja jedes s,^ zu den Oi, Oj, ... mindestens ein neues Element hinzufllgt. 
Die übrigen in /' enthaltenen Elemente 61 , 62, ... zerfallen in höchstens 
(^£4-l)(^— 1) Systeme. Die weiteren Elemente von G resp. H mögen 
C| , Cj , ... sein. 

^ Jede der Substitutionen s, «', «", . . . , welche H erzeugen, lässt min- 
destens eins der a ungeäridert oder ersetzt es durch ein anderes a. Denn 
8^'^ besitzt q Cyklen zu p Elementen; in jedem Cyklus können höchstens 

-^-s — , also in allen q Cyklen höchstens q -^—^ — Elemente a vorkommen, 

von denert keins auf das andere folgt ; nun sind aber ' mehr als q I^ 

Elemente a vorhanden, folglich lässt «^'^ entweder ein a ungeändert oder 
ersetzt es durch ein anderes a. 

Unter den s, «', «", . . . der transitiven Gruppe H giebt es solche^ 
welche' zwischen einem a und einem b die Verbindung direct vermitteln. 
Wäre dies nicht der Fall, so könnte z. B. sein 



ff -. _ _ _ _'»» 



^ = . .. a„a^^ ... «iCi ... , 8 = ••• öyO,^ .. . CjC? ..., 8 =••• ö^ö^... C2C3 ..., 

8^ ^ = ••• a^a^ ... €36^ .... 

In die Ausdrücke der 8 sind hier diejenigen a mit aufgenommen, welche 
entweder durch andere a ersetzt werden, oder ungeändert bleiben, so dass 
also auch « = /?, 'y = ö, « = ^^ ?? = ^ sein könnte. Da nun F nach den 
ai...an transitiv . ist , so giebt es eine Substitution t, welche auf Oy folgen 
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lässt Ol, aber da sie zu r gehört, die c ungeäiidert lässt Daun ist 

a' = fj""* 8^0 = • • • a, Ci . . . , 
wo a' wieder zur Reihe der «', s', ... gehört; nun wird aber durch 

a' = ••• a^a2'"^i^2'«v *' ' = ••• a^a^... C2C3..., «^'^^ = ... a,^a^...c^bi 
die Verbindung zwischen einem a, jetzt a,, und einem h auf kürzerem Wege 
hergestellt als oben. Fährt man so fort, dann ergiebt sich, dass in H eine 
Substitution unter den «'', «", ... vorkommt, welche direct ein a mit einem 
b verbindet. 

Wir können nun weiter zeigen, dass eine solche Substitution 

8^^^ = (ai6, ...)... 
so gewählt werden kann, dass in keinem ihrer Cyklen zwei der fremden 
Elemente c„ Cß auf einander folgen. Wäre nämlich s^^^ = (ai 61 . . •) (ci c? . . .). so 
transformiren wir /' durch. «^^^ und erhalten so die Gruppe /", in welcher 
Cj nicht mehr vorkommt, während das System ai , ... a^ durch ein anderes- 
ersetzt ist, das mindestens wieder ein a und ausserdem h^ enthält. Sind 
nun durch s^^^ die Substitutionen «1, «2? •-. «/i von r in «1, #i, ... s^, von 
r" transformirt, so besteht in (77, /") wieder eine Verbindung zwischen 
einem d und einem 6^ da dies ja bei V der Fall ist. Verfährt man in 
derselben Weise wie soeben, so ergiebt sich eine Substitution *^*'^ = (a2ft2*-.)—7 
welche sicher weniger Elemente c enthält als s^'^ , da dies ja mit (7^, J") 
schon der Fall ist. Sollten auch in «^'^ zwei Elemente c auf einander folgen, 
so kann man in gleicher Weise fortfahren, bis man zu einer Substitution 
*^^ i kommt, die auch ein a mit einem h verbindet, bei der aber eine Folge 
CuCff nicht erscheint. • 

Nimmt man jetzt zu /' die Substitution «^+1 hinzu, so vergrössert 
diese das System der a durch Hinzunahme einiger b, ohne dass neue Systeme 
von Elementen hinzukommen. Denn jeder Cyklus von «^+1 enthält ja frühere 
Elemente a oder h. Bestimmt man in gleicher Weise eine Substitution «^+27 
so werden wieder einige Elemente mehr mit den a vereinigt werden, und 
dadurch verschwinden frllhere Systeme, bis endlich durch Sy die neue Gruppe 
J ^{s^^Si^ ..,8^; Ä^f-i,...«,) transitiv wird. Da wir ausser den a höchstens 
noch (ii+l)(gr— 1) Systeme hatten und da jedes «^^i, «^^2, ... mindestens 
ein System fortschafft so reicht es ftir die Transitivität jedenfalls aus, 

V = ^/ + (n+l)(qr--l) = 0/+l)gr-l 
zu nehmen, d möge dann vom Grade iV sein. 
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Wäre J nicht primitiv, so gäbe es unter den s^ «i , .... Sy eine Sub- 
stitution, welche einzelne Systeme der Nichtprimitivität vertauscht. Offenbar 
kann aber in jed,em Cyklus nur ein Element eines Systems sein, da jeder 
Cyklus vom l?rimzahlgrade p ist. Jedes System enthält aho q Elemente. 

Nach einem Theoreme des Herrn C. Jordan (Journal de Lioutille 
1871. (2.) XVI.) ist dann G mindestens « — iV— 2g + 3 mal transitiv. 
Wählt man w = 2 iV+ 2^ — 3, so ist 6 iV mal transitiv und enthält daher die 
Substitution t = (a,a2)(rfi...)..., wo ausser a,, ai nur noch Elemente auf- 
treten, die in J nicht vorkommen. Daraus folgt dann, dass G symmetrisch 
oder altemirend ist, und es ist also der im vorigen Paragraphen benutzte 
Satz bewiesen. 

§. 6. 

Ich will schliesslich noch auf die Ordnung der Gruppen eingehen, 
die Substitutionen von gegebener Elementenanzahl besitzen. 

Die Gruppe 6 enthalte reguläre Substitutionen, welche k Elemente 
aber keine, die weniger als k umsetzen: mit andern Worten, G sei von der 
Klasse &. £ine jener Substitutionen sei «i; ihre Elemente, gleich in der 
Reihenfolge aufgeführt, in welcher sie in «i auftreten, seien (t,, xj, ... Xj,, 

Zuerst sei k gerade und gleich 2x. 

Wir betrachten jetzt die in G enthaltene Gruppe G^+i, welche keins 
der Elemente a^i, ... aj^+i umsetzt. Verbände nun G^^., durch seine Sub- 
stitutionen irgend eins der übrigen 2x Elemente a:„ ... x,, mit fremden Ele- 
menten Xfc^.«, so transformire man Si durch die Substitution, welche jene Ver- 
bindung vermittelt, und erhält dadurch «2, welches ausser den ungeänderten 
j?i, ... x^^x höchstens noch 2;f — (;f4-l) = ;?— 1 Elemente a?,+.i, ... ari^^ ent- 
hält. s^.sT^ würde dann Xi, ... x^ nicht mehr enthalten, sondern höchstens 
die 2;^— 1 Elemente x^-fi, ... X2/^ ^m-\-\i ••• ^ix? und dies ist unmöglich, da 
G nur Substitutionen von mindestens 2x Elementen hat. In G^^i können 
aber auch keine Substitutionen vorkommen, welche x^^^ , ... X2^ allein ent- 
halten, da diese sonst gleichfalls die Klasse 2y. nicht erreichen könnten. 
G,^i ist also' intransitiv, derart dass Substitutionen von x^^+i^ ^2H-[.1^ • . . ^n 
vorkommen, die möglicherweise noch mit Substitutionen von x^^^^ ••• ^2« 
multiplicirt sind. Hierbei ist cä wieder nicht möglich, dass mehrere Sub- 
stitutionen in der Folge der Elemente Xjx-f-n • • • ^n übereinstimmen, ohne 
dass dies auch mit a?^^, .... arg» der Fall wäre; denn sonst würde das Product 
aus der einen in den reciproken Werth der andern nur x^^^ , ... a?2* enthalten. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXV. Heft 4. 43 
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Damit i^t also gezeigt, dass wenn man in G^+i die Elemente x^^2 ? • • • ^2x 
unterdrückt, eine Gmppe von n— 2;? Substitutionen G'^^^ entsteht. Die 
Ordnung derselben muss kleiner oder gleich (n— 2;?)! sein^ d. h. 

und folglich die Ordnung von G 



Ist k ungerade und gleich 2;^+l, so folgt ebenso 

k 

Versteht man also, um beide Formeln zu vereinigen unter -^ entweder x^ 
wenn & = 2x oder ;?+!, wenn k = 2x+l ist, so wird 

Diese Grenze kann im allgemeinen noch erniedrigt werden. In G^^i resp. 
G'g^2 können nämlich wie in G die Substitutionen niedrigster Elementenzahl 
nicht weniger als x+1 resp. x + 2 Elemente enthalten, da ja im Falle k=2x 
höchstens 2x'-(7c+l) = x—1 Elemente x^^i^ ... 0:2* ia einer Substitution 
vorkommen, und die Anzahl der Elemente in G nicht geringer als 2x sein 
darf. Ebenso findet man flir k='2x+l die Grenze x+2. . 
Wir haben daher 

r,,.i ^ (w-&)(w-&-l)...(fi-&--^).(w-ft-ft,)!; 



r ^ w(w— 1)... (»----g-). (» — *).. .(w--&---^).(ii--ft—fti)!. 



k 
2 

wobei 



t, ^ i+i 



sein wird. In gleicher Weise kann man dann, wenn die Grösse der Zahl 
Ar, es erlaubt, noch weiter gehen. 

Die Fälle ft = 2 ; 3, auf welche sich dieser Beweis nicht erstreckt, 
sind schon im §. 1 behandelt worden. 

Berlin, den 14. April 1878. 
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Sur les sections circulaires des surfaces du second ordre. 

(Par M. Emile Souvander ä Helsingfors.) 



\J est ä Taide de substitutions orthogonales que Hesse *) parvint le 
premier ä d^composer en des sommes de cinq ä dix carr^s le discriminant 
de r^quation 



(1.) 



«11 — a^ 


«12 


«13 


a 


(hl 


«22""^ 


«23 


b 


«31 


«32 


«33 — ^ 


c 


a 


b 


C 






= 0, 



oü 



(2.) a,jt = a^,-, 

6quation qui d^termine les axes de la section d'une surface du second ordre 
par un plan, ces derniers lieux ^tant repr^sent^s en coordonn^es rectan- 
gulaires par 

et 

(4.) ax+by + cz + d = 0, 

et que M. Henrici**) a mis le mßme discriminant sous trois formes de 
deux carr^s. 

M. Souillart ***) a montr^ ensuite que la recherche des sections cir- 
culaires des surfaces du second ordre pouvait etre consid^r^e comme un 
cas particulier du probl^me des ombilics et qu'il ^tait facile de d^duire de 
la forme, rapport^e par Leroy f) , du discriminant de F^quation dont d^pen- 
dent les rayons de courbure principaux en un point quelconque de la sur- 
face, une d^composition eu deux carr^s du discriminant de T^quation (1.), 



*) Ce Journal t. 60 p. 305, 1862. 
**) Ce Journal t. 64 p. 187, 1865. 
***) Ce Journal t. 65 p. 320, 1866. 
f) Analyse appl. ä la g^om^trie des trois dim. 
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et meme d'une autre forme donn^e par Amiot *) au discriminant mentionii^, 
nne d^composition en trois carr^s. 

M. Bauer **)^ par une voie plus directe, präsente ehfin le discri- 
minant de r^quation quadratique sous une forme de six carr^s, difKrente de 
Celle de Hesse. 

Cependant les carr^s obtenus par la m^thode de M. Souittart, quoique 
homogenes, ce que ne sont pas ceux de M. Henrici, sont aussi compliqu^s 
que ces demiers. 

C'est pour cela que je me propose ici et de d^duire, au moyen de 
quelques propri^t^s des d^terminants, les r^sultats de Hesse et de mettre le 
discriminant en question sous une forme de deux carr^s homogenes et plus 
simples que ceux foumis par les m^thodes pr^c^dentes. 

L. 

■ 

Transformons d'abord T^quation du plan ä la forme normale ou 
supposons plutOt qu'elle soit ddjä sous cette forme, ce qui nous donne la 
relation 

(5.) a' + b'+c' = 1. 

En d^signant par^ J le d^terminant 

a,i ai2 a]3 a 

m 

(hl «22 «23 b 
öjl Ö32 ^^33 C 

a b c 

et par a,i, «1^, ... les d^terminants compl^mentaires de 011,012, •••5 requation 
quadratique pourra s'^crire 

(6.) (^— («11 + «22 + «33)2: — a:^ = 0, 
et son discriminant 

. (7.). {xi — x^y = («,i+a22 + a33)^+4:(y. 

La formule de Jacobi 

d'P dP dP dP dP 



(8.) P 



darsdUr.s, dürs dür^,^ dOrs, dOr.s 



*) Journal de Liouville t. 12, p. 130, 1847. 
**) Ce Journal t. 71 p. 46, 1870. 
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noüs donne ensuite 



a 



«ii'*a8 — «18«S1 



bc 



(9.). 



^31 — ^38^11 _ ^»2«3J— "»3^12 



6' 



®ia ^ir^ss 



ca 



**33''ia ''31 **23 



ab 



En multipliant les deux tennes des fractions ä gauche par les d6- 
nominatenrs et ceux des fractions ä droite par deux fois lenrs d^nominateurs 
et en additionnant les nnm^rateurs ainsi que les d^nominateurs , nons ob- 
tiendrons 



(10.) J = 



a 



11 



«n ^13 O 



«21 «72 «23 b 
^31 ^32 ^33 ^ 

a 6 c 

D^veloppöns ce d^terminant suivant les d^terminants mineurs du second 
ordre et divisons par leur ' nombre • toutes les expressions obtenues ainsi ; 
par lä nous äurons 

2ö = (6031 — ca^if + (c«i2 — a«32)^ + (^«23 — Äa«)^ 

(11.) { +2 {aa22 — 6«i2) (ca^i — ««33) + 2 (^«33 — - c«23) (aai2 — ba^i) 

+ 2 (c«n — aa3i) (^«23 — ca22)- 

Le d^terminant d nous offre aussi, par suite d'une propri^t^ connue 
des d^terminants, les identit^s 

.ro«„ + 6a2i+c«3, = 0, 

(12.) a«,2 + 6«22 + ^«32 = 0, 

( a«,3 + 6023 + C«33 = 0, 

et partant 



a 



(13.) 



_ KP",, - c«..) - (gtt. » - fr«. ,)]• 

_ [(ca^ ^ _ a«„) — (6a„ — ca„)l' 



+ [(6«3J 

+ [(c«ii 



?«3j) 

a«i3) 



-(co„ — aaj,)]' 
-.(aa,j — 60,,)]' 
-(6a,j— c«„)]*. 
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m m 

En substituaut ces valeurs dang la formule (7.) Aous obtiendrous le 
discrimiiiant sous la forme de six carr^s, doun^e par Hesse^ 

.(14.) (0:1 — 0:2)^ = 2a^„+ 20020 +2a?j,fl + a2n+al,a + a]ui, 
oü 

(15.) (0,00 = ca,2 — aa32, 

0,112 = aa^^ — ba^^ 
et 

Oüii = (a«22-6a2i)+(ca3i-fl«33), 

(16.) (a,oi = (6«33-ca32) + (aai,-6aii), 

«110 = (ccfii— aai3) + (6a2i — ccfja). 

IL 
Les identit^s (12.) nous conduisent aussi aux relations 

!2aö2ü()+6ai,o+ca,oi = 0, 
aa„o+26ö,oo+cö,Mi = 0, . 

aöioi + 60011 + 2cö„ß '•= 0. 
Si Ton multiplie le membre droit de F^galit^ (14.) par a^ + b'^ -\- c^ 
et qu'on y ajoute les expressions 

I4aa2()ü(öÖ2U)+6«iio+cötioi) + (60110+ cö.oi)^ = 0, 
46ao2o(aaiio+6a,ßu+caoir) + (aaiio+caoii)^ = 0, 
4 cowÄ (aöiüi + 6a,jii + cö,,„) + (oa.oi + ÄOmi)^ = 0, 
d^duites du Systeme (17.), le discrimiiiant pourra se mettre sous cette autre 
forme de Hesse 

(1 9.) {x,-x,f = 6e4«+ 6(43+ 6a?ju3 +2a2i2 +2aLi + 2a,%i+2a?o2 +2a?2o+2a2^„ + alu , 
oü 

(20.) '^ 0,00 = 6ao2j), 



(21.) 



Ö012 = 6a,K>2 + caon, 

0(121 = 6fl()n+ Cöir2(}? 

^01 = C^uj + flöioi , 

o>m =^ caioi + aojK«", 

«120 = Ööo2o-f büixi)^ 

«210 = aaiio+6a2U) 
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et 



et 



(22.) am = aa^ni + baiui + cam. 
A l'aide des relations 

(23.) (hiK) + aim + (hnn = 



(24.) ( 01)12 + 3öio()+ 0210 = 0, 

rapport^es par Hesse, et faciles ä v^rifier au moyen des formules pr^c^dentefe 
le discriminant pourra se d^composei en diverses formes de 5, 7, 8 et 9 carr^s. 

IIL 
Qnand le discriminant de T^quation quadratique s'^vanouit, la section 
de la surface par le plan sera un cercle. Supposons d'abord que les coef- 
ficients a, 6 et c soient difF^rents de z^ro. Pour obtenir, dans ce cas, les 
conditions analytiques du cercle, il ne faut qu'^galer ä z^ro deux des trois 
Premiers carr^s de la formule (14.). La relation (23,), le Systeme (17.) et 
l'identit^ • . 

(25.) öiiu 2aü2o 0\)ii = 0, 

tir^e du mßme Systeme, fönt voir en eifet qu'en m€me temps les autres carr^s 
le deviendront aussi. 

Les conditions pr6c6dentes pourront s'^crire 

(26.) öcf23 = bct^i = cd|2. 
Si quelqu'un des coefficients a, b, c 6tait nul, T^galit^ (14.) nous 
donnerait 

I o = 0, (a:, — Xif = [6' (033 -an)'~c' (a, 1 — o,,) — 'Zbcchjf + 4 [bon — cOii]', 
(27.) (6 = 0, (jr,— ajj)* = [c'(a„—a,j)—a*(«bi—a3j)— 200031]' +4 [caw—aoj,]', 

( c = 0, (x, — Xif = [o* (o,j — 033) — 6' (ojj — o,,) — 2aba,tf + 4 [00,3 — ba^f 
et 

b = c = 0, (a?,— aj,)* = («j,— o„)H4oJ„ 

(28.) {c=^o = 0, (a;,-^a?,)' = (o„-o„)'+4<^., 
= 6 = 0, (xt—XtY = (o,, - a„y + Aa]i. 

D'aiU'eurs a, 6 et c ne peuvent s'^vanouir en m€me temps h cause 
de la relation (5.). 
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IV. 

Ell n'op^rant qu'avec celles des fractioiis (9.) qui ii'out pas le coef- 
ficient a dans le num^rateur, nous obtiendrons, au lieu de V^gali^^ (10.), 

«n a,o a„ 



(29.) {l-ayd = 



11 



a 



21 



12 **13 

022 ^23 ^ 

«31 «3? «33 C 

6 C 



et ensaite, ä l'aide des identit^s (12.), 

(30.) (l-o')*J = «»-«„(1— a')(«ii + «2j+a33) + (*«3i-cai,)'. 
Par la Substitution de cette valeur de J dans la formule (7.) celle-ci 
pourra s'^crire 

(31.) il-ay{x,-x,f = [2oa-(l-a')(«u+««+«33)r+4[6a3i-c«2,r. 
La permntation cycliqne des indices et des coefficients a, b et c nous 
donne enfin 



(32.) (a;,-aj,)* = 



oü 



(l-ay 



(i-by 



P?+4Q* 



(i-O 



«\a 7 



(33.) 



et 



P« = 2an — (l-«^)(aii + «22 + «33), 

Pf, = 2a22~ (1—6^) («11 + «22 + 033), 
P, = 2a33— (1— c')(«ll+«22+«33) 



(34.) 



Qa = 6«31-Ca2i, 

Qh = cttn — aa32, 

C>c = fl«23— 6«13- 

Ces carr^s sont li^s entre eux par les relations 

\^P^ + P, + P^ = 0, 

iQa + Q.+Qc •= 0, 

et hr ceux de Hesse par les suivantes: 

«2(1) == Qa, 
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(36.) 



^" "" (l-a7 



Ils sont aussi homogenes, ce qui est Evident par la relation (5.), et pro- 
bablement, ä cause des identit^s (35.), sous la forme de deux carf^s la 
plus simple. 

Helsingfors, le 1 juin 1878. 
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